Chapitre 2
Eléments de cinématique du solide

Dans ce chapitre, nous alons introduire quel ques notions pour décrire le mouvement de
points et d'objets, une discipline qu'on appelle lacinématique, sans pour e moment essayer de
faire le lien entre ce mouvement et ses causes, qui est I'objet de la dynamique, et de chapitres
ultérieurs ! Je vais commencer par faire quelques rappels sur le mouvement d'un point
matériel, puis nous aborderons e mouvement de systémes de points et de solides.

2.1 Rappels sur le mouvement d'un point matériel

Considérons un point M de masse m dont le mouvement est décrit dans un référentiel
orthonormé Oxyz fixe quelconque équipé d'une horloge. Soient u,, u, €t u_ les trois
vecteurs directeurs unitaires définissant notre repere (Figure 2.1).
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Figure 2.1. Mouvement d'un point par rapport aun référentiel.
Soit ¥ = OM le vecteur position de ce point aun instant ¢. Savitesse est :

—~ dr -
V=""c=7. 2.1
» (2.1)
Sa gquantité de mouvement, comme rappel é dans le chapitre précédent, est :
p=mV (2.2)
et I'énergie cinétique secrit :
1 - 1 o 5 5\ P’
Eg=5mV :Em(Vx +Vy+VZ)=g. (2.3)
L'accé ération est définie par :
PRLLANS (2. 4)
dt

On peut aussi exprimer toutes ces quantités en fonction des coordonnées x(1), y(), €t z(t)
du point, qui sont des fonctions du temps :
F=xu,+yu,+zu_, (2.5)
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V= su +ju, + zu, (2.6)
a=Fu +ju, +2u, . (2.7)
Nous alons voir qu'il est souvent tres utile de ramener aussi le mouvement par rapport a
des points particuliers. Pour cela, on introduit la notion de moment cinétique.

2.1.1 Moment cinétique d'un point

Soit P un autre point quelcongue de I'espace, fixe ou mobile. Le moment cinétique du
point M de massem par rapport au point P, noté & ,,, est défini (Figure 2.2) par :

Gp=PMxmV =PMxp. (2.8)
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Figure 2.2. Moment cinétique d'un mobile M par rapport a un point P (a gauche) et par
rapport aun axe A (adroite).

Considérons une droite A de vecteur directeur « . On utilisera plutét le terme d'axe, en
pensant évidemment a des rotations autour de cette droite. Soit P un point quelconque de cet
axe. On appelle moment cinétique par rapport al'axe A, noté o, , le produit scalaire :

C,=0,-U; (2.9)
notons bien que s le moment cinétique par rapport a un point est un vecteur, le moment
Cinétique par rapport aun axe est une quantité scalaire.

Remarque 1 : Le moment cinétique par rapport a un axe, défini par (2.9), ne dépend pas

du choix du point P. Vérifionsle en prenant un autre point P' de I'axe. Il existe ains un

nombreréd atel que P'P =qii etonadors:
o =6 pii=(PMxp)i=(PP+PM)xpli=PPxp)a+(PMxp)li (2.10)

soit :
o, =alixp)i+o, (2.11)
mais (i x p)-1i = 0, effectivement le vecteur i x  est perpendiculaire a i, donc :
o,)=0,. (2.12)

Remarque 2 : Décomposons lavitesse I/ en une composante perpendiculaire al'axe 7,
et une composanteparaléle al'axe I7H (Figure2.3)

V=V +V. (2.13)
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Si d est ladistance du point M al'axe, H le pied de la perpendiculaire a A passant par M, V|
le module de la vitesse du point M perpendiculaire a I'axe (Figure 2.3), et 6 |'angle orienté
entre le vecteur HM et le vecteur V., dors le moment cinétique de M par rapport a l'axe
Sécrit :

o, =mdV, sno. (2.14)
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Figure 2.3. Analyse de la signification explicite du moment cinétique par rapport a un axe.

Montrons-le ! Puisque o, ne dépend pas du choix du point P, on est libre de choisir un point
particulier comme H. On aaors:

G = Gy ii = (HMx ¥ )it = m{EM < (7, +7, )i

. S (2.15)
:mHMle)'ﬁ+m(HM><VH )ﬁ
Le deuxiéme terme est nul car HM ><I7H est perpendiculaire al'axe. Il vient donc:
UAZM(WXVL)-ﬁzdeLSiHQ. (2.16)

Cette expression est utile car elle permet de visualiser physiquement la signification de
la notion de moment cinétique par rapport a un axe. Nous allons d'ailleurs préciser cette
interprétation physique plusloin.

2.1.2 Cas du mouvement dans un plan

C'est un cas particulier tres important en pratique. Considérons donc le mouvement de
notre point M dans le repere Oxy (Figure 2.4). Entre ¢ et t+dt, le mobile se déplace de M en
M'et onaMM'=Vdt.

Calculons l'aire d4 balayée par le rayon vecteur OM entre ¢ et dr. Cest Adt par
définition de la vitesse aréolaire 4 (voir relation 1.4). Mais on peut aussi calculer directement
cette aire a partir delaFigure 2.4.
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y+dy __________________________________________ M’

®) X x+dx > X

Figure 2.4. Mouvement dans un plan et vitesse aréolaire.

C'est en effet I'aire du triangle OMM' moins l'aire du triangle OH'M' moins l'aire du
triangle MKM' et moins I'aire du rectangle HH'MK, soit :

dA = Adt = A(AOMM")
= A(AOM'H")— A(AOHM) — A(AMKM") — A(OHMK 'H") (2.17)

1 1 1 1 1
=—(x+dx)y+dy)—=xy—=dxdy— vdx = =xdy — = ydx
2( Xy +dy) = didy = ydx = xdy =y

d'ot on déduit une expression de la vitesse aréolaire :
1,
= b0 = 2%). (2.18)
Notons que parfois, pour les mouvements dans un plan, on préféere utiliser des
coordonneées polaires , 0 au lieu des coordonnées x, y (voir encadré 2.1). En coordonnées
polaires, I'expression de lavitesse aréolaire est :
A:%rzé. (2.19)

Il est facile dele vérifier apartir de (2.18) et des formules de I'encadré 2.1.
2.1.3 Cas du mouvement dans l'espace a trois dimensions

Revenons maintenant au cas généra du mouvement d'un point dans I'espace a trois
dimensions et exprimons I'énergie cinétique en fonction des coordonnées x, y, z du point M.,
C'est tout smplement :

1 - 1 (., 5 .
EK:Eszzém(x2+y2+zz). (2.20)

Quant au moment cinétique par rapport a un point P de coordonnées xp, yp, zp ON peut
I'écrire:
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Encadré 2.1 : Repérage du mouvement dans un plan en
coordonnées polaires.

Mouvement dansle plan: Vecteur position :
“ b _ _ -
y — r =0M =ru,
Uy Ona:
r M Y i, =0i, e U, =-0u
d'ou on déduit :
\9 X | Vitesse:
O »> — . o,
V =ru, +r6u,
Coordonnées du point M : {x = rcoso Energie cinétique :
=rd 1 1 .
y=rsng ~ | Ex =—m(x2+j/2)=—m(r'2+r202)
On définit alors les vecteurs unitaires U, et Uy i ,2 ) 2
0 ino Accélération :
. . |cos —sin - (.. o\ . e\
dépendant du temps¢: i, =| | U, = a= (r —r0 )ur +(2r9+r(9)u(9
sing cost

- X=Xp |X (y_yP)Z._(Z_ZP)j}
Gp=PM xmV=mly—y,x|y=m|(z—z,)i—(x—x, ¢ . (2.21)
z=2zp |2 (r—x, )y = (v =y, )i
Dans de nombreux cas, plutdt que d'utiliser les coordonnées cartésiennes x, y, z, on
préfere utiliser les coordonnées cylindriques et sphériques. Les expressions de la vitesse et de
|'accél ération dans ces systémes de coordonnées sont rappel ées dans |'encadré 2.2 (voir a la
fin du chapitre), encadré que je vous engage aregarder en détail.
Regardons maintenant le moment cinétique par rapport a l'origine, dans un cas
particulier intéressant, celui ou le mouvement est dansle plan Oxy. On aalors:

X |x 0
50:OM><mI7:myxj/:m o . (2.22)
00 |y-um

On constate, en regardant (2.22) et (2.18), que le moment cinétique est aligné avec I'axe
vertical et que sa composante suivant cet axe vaut, a la masse pres, deux fois la vitesse
aréolare :

o.=0,-i, =m(xy— yx)=2mA. (2.23)
Voici donc une interprétation physique tres alléchante du moment cinétique par rapport a un
axe! 1l est proportionnel alavitesse aréolaire dans le plan perpendiculaire a |'axe!

Généralisons maintenant ces concepts a un ensemble de points.

2.2 Description du mouvement d'un ensemble de points matériels
2.2.1 Centre d'inertie d'un systeme

Considérons un ensemble de points matériels M; de masse m; qu'on appellera systeme.
L a masse totale du systéme, notée M, sera évidemment :
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M = Zml. : (2. 24)
On peut aors définir le barycentre G du systeme de points. On a:
FG’:A%Zm,.OM,.. (2. 25)

On appelle aussi ce point centre de gravité ou plut6t, dans ce cours de mécanique, centre
dinertie. Souvenons-nous de la propriété suivante, qui résulte de (2.25) :

> m,GM, =0. (2. 26)

Dans la plupart des problemes de mécanique du solide, il faut commencer par trouver la
position du centre dinertie, voire le centre dinertie de chaque partie mobile. Quelques
exemples simples sont proposés en exercice. Nous verrons progressivement des cas plus
compliqués.

2.2.2 Quantité de mouvement totale d'un systeme

L aquantité de mouvement totale du systéme, notée P, est définie par :

P=p, =3 mV, (2.27)

N L : = d— .
ou p, désigne laquantité de mouvement du point M; et 7, :EOM’ sa vitesse. On remarque
que:
P=>mV,=MV,, (2.28)
o od : N . "y
ouv,= EOG désigne lavitesse du centre d'inertie. Autrement dit, la quantité de mouvement

totale d'un systeme est égale a la quantité de mouvement du centre d'inertie affecté de la
masse totale du systéme.

2.2.3 Moment cinétique total d'un systeme

De facon logique, le moment cinétique total d'un systeme par rapport & un point P est
défini par :

6P:zo_:ipzzp_]\4;xﬁi:zmxmiﬁi' (2.29)

Quant au moment cinétique total d'un systeme par rapport a un axe A, il est défini
comme précédemment par :
o, =0, U, (2.30)
ou est P un point quelconque de A.

2.2.4 Energie cinétique totale d'un systeme

Sans surprise, I'énergie cinétigue totale d'un systéme est la somme des énergies
cinétiques de ses points :

1 _ —>>2
E =Y -mp?=Y 2 (2.31)

Pour fixer les idées, nous alons maintenant regarder le cas d'un systeme rigide en
rotation par rapport aun axe fixe.
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2.3 Cas du systéme rigide en rotation autour d'un axe fixe

2.3.1 Notion de moment d'inertie par rapport a un axe

Considérons un systéme rigide en rotation par rapport a un axe fixe A (Figure 2.5) et
soit w la vitesse angulaire instantanée de rotation. Projetons chaque point M; sur |'axe et
appelons cette projection Hi. Alors, puisgue le systéme est rigide, le module V; de la vitesse 17
du point i, sécrit :

Vi=orn,, (2.32)
ou r,, estladistance HiM;.

Figure 2.5. Rotation d'un systeme rigide autour d'un axe fixe.

L'énergie cinétique du systeme sécrit donc:

1 - 1 1
Ey :ZEmiViz :ZEmia)Z’}/AZ :Ea)zzi:mirimz ) (2.31)
et donc peut sécrire :
E, =%1Aw2, (2.32)
avec :
L= mp,,". (2.33)

Cette quantité 7, sappelle moment dinertie du systeme par rapport a I'axe A. On voit dans
I'équation (2.32) que, si la vitesse angulaire instantanée w joue, pour la rotation, le r6le de la
vitesse de trandation, aors le moment d'inertie joue le role de |la masse.

Regardons par exemple (Figure 2.6) le cas trés simple de deux masses m identiques et
ponctuelles placées aux deux extrémités d'une tige Iégére (de masse négligeable) de longueur

[, et calculons le moment d'inertie 7, par rapport a I'axe perpendiculaire a la tige passant par
son centre.
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Figure 2.6. Exemple de systeme rigide en rotation autour d'un axe fixe.
On ad'apres (2.33) :
1 —Zmr z—m(ijz—i-m(ijz—lmlz (2.34)
AT - itilA T 2 2 - 2 ) )

Nous verrons de nombreux autres exemples, parfois plus compliqués, dans ce chapitre
et au cours des exercices.

2.3.2 Régle de Steiner-Huygens

Parmi les axes possibles autour desquels on peut faire tourner un systeme rigide, on doit
distinguer une famille particuliere, les axes qui passent par le centre dinertie G. Il y a
d'ailleurs une relation, trés importante et tres utile en pratique, entre le moment d'inertie 7, par

rapport a un axe quelconque A et le moment d'inertie Ixc par rapport al'axeAc paraléle a A
passant par G (Figure 2.7).
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Figure 2.7. Moment d'inertie d'un solide rigide par rapport a un axe et par rapport a un axe
paraléle passant par le centre d'inertie.
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Si H; est la projection de M; sur A, appelons H,® la projection de M; sur Ag. On

remarque, pour tout point i, le module du vecteur H.H G est égal a la distance d entre A

et Ag, €t tous ces vecteurs sont identiques: H, H° = d.
Développons alors la définition de 1, pour faire apparaitre les points Hi

_ 2
I, = ZmiHl.Miz :Zmi[HiH? + HiGMl.)

=ZmiH,,Hf"2 +ZmiH[GMi2 +2) m,HH -HM, (2. 35)

=" md”* +1,;+ 243-(2 minMi)

Dans le deuxieme terme, on a effectivement reconnu /,g; quant au troisieme terme, il est nul.
En effet :

J-(ZmiH‘GMij:J-(ZmiHiGGjﬁ-c?-(Zm[G—Mij:O, (2. 36)

ol le premier terme est nul car tous les vecteurs H°G  sont alignés avec |'axe Ag et donc sont

perpendiculaire a d , et le deuxiéme terme est nul en vertu de I'équation (2.26).
On aains démontré que:
I,=1,,+Md?*. (2.37)
C'est laregle de Steiner-Huygens, d'aprés |e mathématicien suisse Jakob Steiner (1796-1803).
C'est une relation trés sympathique, car elle évite de répéter des calculs inutiles. Par
exemple, nous pouvons d'ores et dg§a, sans effort, donner la valeur du moment d'inertie par
rapport al'axe A' dans le systeme de laFigure 2.6. C'est, d'apres larégle de Steiner-Huygens :

N 1 1
I.=1, +(2m)(§) =Emlz+§m12=mlz. (2.37)

Dans ce cas trés simple, on voit bien que c'est effectivement ce qu'aurait donné un calcul
direct ! Remarquons aussi que laregle de Steiner-Huygens implique que, pour toute direction
considérée, le moment d'inertie est minima quand |'axe passe par le centre d'inertie du
systeme.

2.3.3 Expression du moment cinétique total par rapport a l'axe

Il est aussi trés utile d'exprimer le moment cinétique total o4 par rapport a l'axe A en

fonction du moment dinertie 1, et de la vitesse angulaire de rotation . Soit u un vecteur
directeur de I'axe et P un point quelcongue sur |'axe. On a par définition :

o, :6P-ﬁ=(ZPMime7l)-ﬁ. (2.38)
Dans le cas d'un systemerigide, il est aisé d'exprimer vectoriellement les vitesses :
V.=dxPM., (2.39)
ou w = wii désigne le vecteur instantané derotation. On aaors :
o, zﬁp-ﬁ:(ZPM[ xmf})-ﬁ:(ZmiPMix(chPM[)j-ﬁ. (2. 40)
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Décomposons le double produit vectoriel, en nous souvenant que, pour trois vecteurs a, b,
c,ona:

ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)z, (2. 41)
ce qui, dans notre cas, donne :
PM, x & PM, )= PM G~ PM, -GPM. . (2. 42)
Onaadlors:
o= m(PM 20— PH 0)=0S m(PM2 - PH? )= 0> mH M
" " : (2. 43)
= wzmﬂ?mz
soit :
o,=1,0. (2.44)

2.3.4 Cas du solide continu

z

|
|
Figure 2.8. Solide continu en rotation autour d'un axe fixe.

Un solide est en fait constitué d'un grand nombre de points et, plutét que des sommes
finies, on va exprimer nos quantités avec des intégrales. Si on considére (Figure 2.8) un petit
élément de volume 4V autour du point M, il contient une masse dm donné par la masse
volumique locale p(M) :

_dm

== 2. 45
P=" ( )
Lamassetotale M est alors:
M =[dm={pdv (2. 46)
et le centre d'inertie G est défini par :
OG:MIOMdm:ﬁJ.OMpdV. (2. 47)

Le moment d'inertie du solide par rapport al'axe A est alors:
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IAzj.rAzdmzj‘rAzpdV, (2.48)

ou r, désigne ladistance entre M et I'axe A (Figure 2.8).

M

Figure 2.9. Cerceau et cylindre : moment d'inertie par rapport al'axe de symétrie cylindrique.

Regardons par exemple le cas du moment d'inertie d'un cerceau fin de masse M et de
rayon R (Figure 2.9) par rapport a un axe perpendiculaire a son plan, passant par son centre O.

Ona:
1, = [ r2dm = | R%dm = R? [dm =MR?. (2. 49)

Regardons maintenant le cas d'un cylindre homogéne de masse M, de rayon R et de
longueur L (Figure 2.9). Son volume est V=rnR’L et sa masse volumique p=M/V=M/nR’L.
Pour trouver le moment d'inertie par rapport a l'axe de symétrie de révolution A, découpons le
cylindre en petits ééments de longueur L et Sappuyant sur un anneau entre r et r+dr (Figure
2.9). Le petit élément de volume est alors dV=2nrdrL et on a:

M R*

27l — 2.50
7R?L 4 ( )

I, = Irfdm = J.rzpdV =pJ.7227rrer :p27rLJ. rdr =
soit

A

7 e %MRZ. (2.51)

Ces deux résultats simples (2.49) et (2.51) sont a retenir ! Retenons aussi le moment
dinertie d'une sphere homogéne de masse M et de rayon R par rapport a un axe passant par
son centre :

1,7 = %MRZ. (2.52)

A

Nous verrons d'autres exemples de calculs de moments d'inertie en exercices ! Nous
sommes maintenant préts pour aborder le cas du mouvement général d'un solide.
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Encadré 2.2 : Repérage du mouvement dans I'espace en
coordonnées cylindriques et sphériques.

Coordonnées cylindriques :
A

z

M

v

V ecteur position :

r=0OM =ru, +zu_
Vitesse:

V=ru +r0u,+zu,
Accélération :

a=i-r6)i +(276 +r0)i, +zi,

Energie cinétique :

Ey =;m(fc2+)’/2+z'2)= ;m(ﬁwzéz +2%)

Coordonnées sphériques :

Z —
M u,
_\9<
r U,
o) 2
ul
¢  sind < e
X
U,
) X =rsing cose
Coordonnées: _ _
y=rsinfsing
z =rCos6o
Vecteur position: 7 = OM =ru,
Sin@ cosg cos6 cosg cosg _sng
u,=|sinfsing i, =|cosfsing i, =sing i',=|cose
cosf —sing 0 0
Vitesse : V=i, +r6i, +rsinfou’,

Energie cinétique :
1 . .
Ey = Zin(i"2 +7%0% +rdn? 9(/’)2)

Cequil faut retenir de ce chapitre :

La notion de moment d'inertie
Laregle de Steiner-Huygens

La notion de moment cinétique par rapport aun point
La notion de moment cinétique par rapport aun axe
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