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I. Rappels sur les matrices

1.1. Définitions

e On appelle matrice A ou A, un tableau rectangulaire constitué de pxq €éléments génériques a;;, i€ {l,..., p} et

je {1,---,q} . Les éléments a;; sont des nombres réels ou complexes :

a;  dp a,,

a a a

21 2 2
A= . !
Apr Gp Ay

Le nombre de lignes p et le nombre de colonnes q sont les dimensions de la matrice.

e Une matrice qui ne comporte qu'une seule colonne est une matrice unicolonne de dimension pxl ou vecteur
colonne.

e Une matrice qui ne comporte qu'une seule ligne est une matrice uniligne de dimension 1xq ou ou vecteur ligne.

e La matrice nulle de dimension pxq est une matrice dont tous les éléments a;; sont nuls.

e La matrice unité de dimension pXxq est une matrice dont tous les éléments a;; sont égaux a 1.

e Latransposée A’ de la matrice A de dimension pxq est une matrice de dimension qxp obtenue en échangeant les
lignes et les colonnes de A.

ay  ap ay a4y a,
a a a a, a a
21 2 2 2 Ay 2
A= . =4 = . ’
Api Gpy 77y Gy Gyg 7 Gy

e Une matrice carrée est une matrice de dimension pxp dont le nombre de lignes est ¢gal au nombre de colonnes.

Cas particulier des matrices carrées

e Une matrice triangulaire est une matrice dont tous les ¢léments situés d'un coté de la diagonale principale sont nuls
: matrice triangulaire inférieure (al-/- =0, Vj>i ) et matrice triangulaire supérieure (al-/- =0, Vi>j ) .

e On parle de matrice symétrique lorsque tous les éléments occupant des positions symétriques par rapport a la
diagonale principale sont égaux. Pour qu'une matrice carrée soit symétrique, il faut et il suffit qu'elle soit égale a sa
transposée.

¢ Une matrice diagonale est une matrice dont tous les éléments situés en dehors la diagonale sont nuls.

e La matrice identité I, est une matrice diagonale dont tous les éléments de la diagonale principale valent 1.
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1.2. Opérations sur les matrices

Soit B une autre matrice constituée de pxq éléments génériques by; :

b11 b12 g
p=|™ P2 Pu
bpl bp2 bpq

¢ Somme de deux matrices : on appelle somme de deux matrices A et B de dimension pxq la matrice C de méme
dimension dont les éléments sont donnés par c;; = a;; + by;.

e Produit d'une matrice par un scalaire : on appelle produit de A par le scalaire A la matrice C de méme dimension
dont les ¢léments sont donnés par ¢;; = A aj;.

e Produit matriciel : on appelle produit d'une matrice A de dimension pxq par une matrice B de dimension gxr la

. . . r1r r q . .
matrice C de dimension pxr dont les éléments sont donnés par ¢, = kz_la,.,( xb,; avec i€{l,---,p} et je{l,---,r}.Le

produit matriciel n'est pas commutatif : AB # BA. Il est associatif : (AB) C=4 (BC ) . Enfin il est distributif a
gauche et & droite par rapport a l'addition : A(B+C)=AB+ AC et (B+C)A=BA+CA.

. 1 -1 0 -3 T T
Ex: Soit 4= 3 -2 1 . Calculer A"A et AA".
1 3 o -7 3 3 I 3
T -1 2 1 -1 0 3 -7 5 2 3 r (1 =10 =3) |-1 2 11 5
A4 A= X = et 44" = X =
0 1 3 21 0 3 -2 1 0 3 21 0 0 1 5 14
-3 0 -3 3 0 9 -3 0
1 10
Ex: Soit 4=|0 1 1].Calculer A"
0 0 1
n(n—l
1 n
1 2 1 3 3 1 4 6 2
A*=]0 1 2|, 4={0 1 3|,4*=|0 1 4 . On suppose que 4" =[0 1 n et on montre
0 0 1 0 0 1 0 0 1 00 1

par récurrence que cette relation est valable au rang n+1.

1.3. Déterminant d'une matrice carrée

a, a
. . r r 11 12
Soit A une matrice carrée d'ordre 2 d'élements a;; : 4= ( ]
a, a
21 22

a4 ap

Le déterminant de A s'écrit : det(4) = = a,,a,, — a,,a,,

ay A4y

Pour calculer le déterminant de la matrice 4=| a,, a,, a, | carrée d'ordre 3, on peut développer suivant la premiere

Ay A G “ a a a a a
colomne : det(4)=|a, ap ay|=(-1)"a,| > Pl+(=1)"a,|? Cl+(-1)"ay "

a3 s Gy dy

3 Gy Ay
Considérons maintenant une matrice A carrée d'ordre p : on appelle mineur de A le déterminant de la sous-matrice
extraite de A a laquelle on a 6té la j*™ colonne et la i*™ ligne. On le note généralement A;. On appelle matrice des

i+j

cofacteurs ou comatrice notée com(A) la matrice de terme général Yy = (-1) A;; . Pour une matrice carrée d'ordre 3

elle s'écrit donc :



(_1)1+1 Ay d23 (_1)1+2 Ay 4y (_1)1+3 1 Ay
a3 dz dz)  dsz a3 dz
i "2 N3
A= —| (=% 9 A2 |4 4 A4 e
00’"( )— Yoo Y V3 |= (_) (_) (_)
a3 Az a3 4z as; 4z
Vi1 V2 V33

(_1)3+1 Gz 13 (_1)3+2 G i3 (_1)3+3 41 G2

dy dxp

eme

P p L
Le déterminant de A s'écrit alors : det(A)=Za--}/i/- = (—I)H'/ a;A; suivant la j colonne et
o

i U]
i=1 i
p P o ‘
det(4)= > ayp; =Y (<1)" A, suivant la ™ ligne.

Jj=1 j=1

On peut montrer que det(A4) = det(AT) et que det(AB)=det(BA)=det(A)xdet(B).

1 2 3
Ex: Calculer le déterminantde A={2 3 4/].
4 25

123
3 4 2 3 2 3
det(4)=[2 3 4=1x ~2x +4x =-5
25 25 3 4
4 25

1.4. Inverse d'une matrice carrée

Une matrice carrée A d'ordre p est dite inversible s'il existe une matrice carrée A™' de méme ordre telle que
A4 = A4 4=1 » avec I la matrice identite. A”' est la matrice inverse de A. Une condition pour qu'une matrice

carrée soit inversible est que det (A) #0 et que le rang de A soit égal a p. Parmi les méthodes permettant de calculer la

matrice inverse, celle utilisant la comatrice est trés générale. On peut montrer que la transposée de la comatrice de A

T com(AT)
est égale a la comatrice de la transposée de A : (com(A)) = com(AT). Si A est inversible, alors 4™ =———~
det(4)
3
Ex: Inverser 4= .
- 2 3
_ com( A" E _3
A=t 2 = com(4") = 7 et det(4) = 31221022 done 4™ =L= 2 2
53 -2 4 2 3 det(A) 21 2

45 [2 2] (10
On vérifie bien que Ax 4™ = x| 2 2 |= =1
2 3 1 9

1.5. Valeurs propres et vecteurs propres

Les valeurs propres et les vecteurs propres jouent un réle important dans le calcul matriciel pour diverses applications :
résolution de systémes d'équations différentielles, analyse en composantes principales.

e Considérons deux matrices A et B de dimension pxq : A et B sont dites équivallentes s'il existe deux matrices
carrées P et Q d'ordres respectifs p et q telles que 4= PBQ .

e Considérons maintenant deux matrices carrées A et B de méme ordre p. A et B sont dites semblables s'il existe une
matrice carrée P d'ordre p telle que A= PBP™".

e Par définition on dit que la matrice carrée A est diagonalisable s'il existe une matrice diagonale B semblable a A.

La diagonale de B est formée par les valeurs propres de la matrice A, et P par ses vecteurs propres. La
diagonalisation d'une matrice permet de calculer sa puissance n"“"™.



e Les valeurs propres A de la matrice carrée A d'ordre p sont les solutions de I'équation ¢(A)= det(A—/U p)z 0

appelée équation caractéristique. ¢)(i) est un polynéme de degré p dont nous verrons plus tard qu'il admet p

racines réelles ou complexes. L'ensemble des valeurs propres de A est dit spectre de A.
e A chacune valeur propre A, pour € {1,2,..., p} on peut associer un vecteur propre v, solution de I'équation

AV, =49, & (A -4, )\7“ =0 o OU 6]7><1 est le vecteur colonne nul de dimension px1.

5 1 -1
Ex: Soitla matrice carrée 4=|2 4 -2 |.Diagonaliser A puis calculer 4" .
1 -1 3
SA 4-4 =2 1 -1 (I
det(d-Al)=| 2 4-2 =2|=(5-A)x| ~ " |-2x O [+1x -
( ) ! ) ( ) -1 3—/1‘ -1 3-4 4-1 —2‘

= A +1207 440+ 48 = —(A-4)(A-2)(1-6)

On obtient trois valeurs propres distinctes classées par ordre croissant : 4, =2, A4, =4 et 4, =6.

3x+y-z=0 0 0
Soit 4, =2: (4-2I)v,=0= 2x+2y—22=0:>{xi =7 =1
x—y+z=0 r=z 1
x+y-z=0
: xX=z
Soit 4, =4 (4-41)7, =0 = | 2x-22=0 :”{ Eon=)0
x-y—-z=0 r=

x—y-=3z=0

2 00 1 1 -1 1 1

Donc B=|0 4 O|et P= 0 1 :>P’]:l 1 -1 1
0 0 6 1 0 2 1 1 -1

On écrit que 4=PBP"' = 4’ =(PBP")(PBP™')=PB’P"'

-x+y-z=0 1

Soit A, =6 (A61)v30:{2x2y2z0:>{x=g:>v3 1
0
1
1

On montre de méme que A’ = PB*P~' et on généralise cette formule au rang n par récurrence : 4" = PB"P"'
0 1 1)2" 0 O0})f-1 1 1 4" +6" —-4"+6" 4"-6"

1jjo 4 o1 -1 1 -1 -2"+6" 2"+6" 2"-6"

0jlo o0 6"){L1 1 -1 2 =2"4+4" 2" —-4" 2" +4"

Remarque : la méthode employée dans I'exemple ci-dessus ne convient pas pour des matrices carrées d'ordre supérieur a
trois ou quatre. Il existe deux grandes classes de méthodes alternatives permettant de déterminer les valeurs
propres : les méthodes directes (méthode des rotations de Jacobi, réduction de Householder, algorithme
QL, etc.) et les méthodes itératives (algorithme de la puissance itérée, méthode de Lanczos, etc.)

Considérons maintenant une matrice carrée A réelle et symétrique : on admettra que ses valeurs propres sont réelles et
que les vecteurs propres correspondant a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. La matrice carrée P est dite

orthogonale, c'est-a-dire PP =PP" =1 = P™' =P"  Donc A=PBP"' = B=P'4P=P" AP . Cette relation permet
de déterminer les valeurs propres de A sans résoudre 1'équation caractéristique. Considérons la matrice carrée

(cos@ -sin@
R —_

. j . On peut montrer facilement que R est orthogonale quelle que soit la valeur de ©.
sinf cosf

RTR< cosf siné " cosf —sin@) cos’ @ +sin” 6 —cos@sinf+cosfsing| (1 0
—sin@ cos@) |sin@ cosd —cos@sind +cosfsin cos’ @ +sin* 0 0 1

RRT = cos@ —sind cos@ sing) cos’ @ +sin’ 0 cos@sind—cos@singd| (1 0
sind cosf@ —sinf cosd cos@sinf —cos@sin @ cos’ @ +sin’ 0 0 1

Le produit de R par un vecteur colonne est une rotation. Si ce vecteur est unitaire, cette opération reviens a deplacer un
point le long d'un cercle. Calculons maintenant le produit matriciel R AR :
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(cos@ sin&j{all alzj[cosé’ —siné’) (cosb’ siné’](a“cos6+alzsin9 —allsin9+a12c0s9j

—-sinf cosf )\ a,, a,, )\sin@ cosd —-sin@ cos@ )\ a, cos@+a,,sinf —a, sinf+a,, cosd
(a,, cos@+ay, sin@)cosO +(ay cosO +ay, sinf)sin@  (—a,, sind +a,, cos@)cosf +(—a,, sind + a,, cosO)sin &

—(a,, cosO+ay,sin@)sinf +(a, cosf+a,,sinf)cosd (—a, sinf+a, cosd)sinf +(-a,, sinf +a,, cosd)cos
On cherche la valeur de 0 telle que cette matrice est diagonale. Comme a,, = a,, cela revient a poser que :
—(a,, cos@+ay, sin@)sin @ +(a, cosf +a,, sinf)cosd =0
= (ay, —a,, )sin@cosd—ay, sin’ @ +a,, cos’ 6 =0

. 2 - 2.0\

= (ay, —a,, )sinfcosf +a, (cos 0 —sin 6’) =0

= (a, —all)¥+alzcos29=0

. 2a 1 2a 1 2a
sta,, #a,, :>tan29=——12:>6:5arctan -2 | = __grctan| ——2
A a,, —a a,, —da a., —da
On considére deux cas : 2 i 2~ %n 2 T4y

. V4
sia,, =a, :>c052¢9=0:>9=z
Cette opération consistant a transformer une matrice symétrique en une matrice diagonale est appelée rotation de
Jacobi. On peut la généraliser a une matrice carrée réelle et symétrique d'ordre n : elle permet alors d'annuler un a un

tous les éléments de la matrice situés en dehors de la diagonale principale. Une rotation n'affectant pas les valeurs
propres, et une succession de rotations équivalant a une seule rotation, la diagonale finale contient les valeurs propres !

5 2
Ex: Calculer les valeurs propres de la matrice carrée 4= (2 5) par deux méthodes différentes.

- 2
det(A—/U)=‘5 A . ﬂ‘:(s—ﬂ)z—4=(5—/1—2)(5—/1+2)=(3—/1)(7—/1)
cosz sinz cosZ —sinZ
2
a22=a11:>¢9=2 donc B=PTAP= 4 4 [5 ] 4 4 =[7 O\J
4 . V4 5 V4 0 3
—sin— COSZ sin— COSZ

Donc 3 et 7 sont les deux valeurs propres de A.

1.6. Application des matrices a la résolution d'un systéme linéaire de q équations a p inconnues x;...x, (q > p)

ap X +apx, ot agx; et a,x, =b
ay X +ayX, +...+ay;x; +...+a,x, =b,

Considérons le systeme linéaire

anXy +apX, ..t agx; +...+a,x, =b

apX +anXy +...taygx; +...+a,x,=b,

Ou les valeurs aj; et b; sont connues et ou les x; sont inconnus. Pour résoudre ce probléme, on écrit le systéme sous
forme matricielle :

Ay Gy 4t 4y X b
dyy Ayt Gy Oy X b,
X = < AX =B
ail ai2 ce aij ce aip xj bi
A Ggp o Gyt Ay Xp bq

e Si p=gq alors A est une matrice carrée. Il existe une infinité de solutions si det(A) =0 et une solution unique si

det(A4) # 0 : dans ce cas A7 existeet X =A"'B.



e Si p<gq alors il n'y a pas de solution unique a ce systéme car le nombre d'équations q est supérieur au nombre
d'inconnues p. On va donc déterminer la solution qui satisfait au mieux I'ensemble des équations. La matrice A qui a

pour dimension pxq n'est pas carrée et donc pas inversible. On se raméne a une matrice carrée en multipliant A par
sa matrice transposée A" :

AX=B= A" (4X)=4A"B=(4"4)X = 4"B

Le produit d'une matrice de dimension pxq par sa transposée de dimension gxp est une matrice carrée d'ordre p dont
on peut calculer l'inverse. On obtient alors :

(ATA)X =A"B= (ATA)_] (ATA)X = (ATA)_] A"B=IX = (ATA)_I AB= X = (ATA)_I A" B

Cette transformation s’appelle I'élimination gaussienne.

Ex: Cinq mesures permettent de déterminer les hauteurs x;, x; et x; de trois niveaux. Calculer ces hauteurs
par moindres carrés.

A A X3
3
7 7 — x2
7 2 8
— x1
4
A 4 A 4 A 4 SOI
On pose le systéme d'équations linéaires suivant :

x =4 1 0 0 4
Xy =17 0 1 0} (x 7

x; =8 =0 0 1|X|x,|=|8|=>4X=8
Xy —x =2 -1 1 0] (x 2
X3—x, =3 0 -1 1 3

-1
On sait que la solution X s'écrit : X = (ATA) A"B

1 0 0
100 -1 0[O0 1 0 (2 -1 0
AT4=[0 1 0 1 -1|x{0 0 1|=[-1 3 -1
001 0 1)|-1 10 (0 -1 2
0 -1 1
2 -1 0 2 -1 0 521
det(ATA)=—1 3 —1=8etcom((ATA)T]=com -1 3 -1||=[2 4 2
0 -1 2 0 -1 2 125
4
2 1Y (1 00 -1 0) |7 52 1) (2 33 (4.125
Done X=+{2 4 20x/0 1 0 1 -1lx8|=1]2 4 2/x|6|=L50|=| 625
e 25/ oo 1 o 1)]2] 81 25 lu 69) (8.625
3

L.7. Application des matrices a la résolution d'un syst¢éme non-linéaire de q équations a p inconnues x;...x, (q > p)

h (xl,xz,...,xj,...,xp)=b1

fz(xl,xz,...,xj,...,xp)=b2 2x1x2+x§ -3

idé X b X +xx, =6
Considérons le systéme non-linéaire , par exemple <1 172
f,-(xl,xz,...,xj,...,xp)zbi 2xx3=5

4x +2x, =9

fq (xl,xz,...,xj,...,xp)=bq

Ce systeme n'est pas linéaire si bien qu'on ne peut pas extraire le vecteur des x;,x;,...,x

jseesX, . La méthode de

résolution consiste a développer les fonctions f, f5,..., f;,..., f, en série de Taylor au premier ordre.



Rappels sur les développements en série de Taylor

Soit f (x) une fonction de la variable x. Le développement de Taylor de f'a I'ordre n en a s'écrit :

)=o) L@y E D O a0 )y $2 )

ox 1 o? 2! " n! i ok

Soit f (x, y) une fonction de deux variables x et y. Le développement de Taylor de f'a l'ordre n en a et b s'écrit :

f(x,y)=f(a,b)+(x—a)g—£(a,b)+(y—b)g—§(a,b)

+%{(x—a)2?;T{(a,b)+2(x—a)(y—b) aaxzaj; (a’b)+(y_b)2£;j}—{(a,b)}+,,,

o o

ol a—(a,b) = f,(a.b), a—(a,b) = f, (a,b) désignent les dérivées partielles par rapport 4 x ety calculées en x=a et
x

y =b. On peut généraliser cette expression pour une fonction de plusieurs variables f (xl,xz,...,xj,. X)) ) .

Linéarisation du systéme

En développant en série de Taylor au premier ordre chaque fonction f'de notre systéme non-linéaire, on obtient :

P afl
A (al,az,...,ap)+Z(xj —aj)—(al,az,...,ap)=b1

N D
S (alaa27-~~:ap)+Z(xj —aj)g(al,az,...,ap):bz

p
Jq (al,az,...,ap)+Z(xj —aj)—

s_fl(al’ab“"ap) aa%(alaab“"ap) ;Tl(al,az,...,ap)
af; af; afp X —q bl_fl(al’az""’ap)
a—xj(al,az,...,ap) ﬁ(al,az,. ,ap) ﬁ(al,az,...,ap) y N-a | bz—fz(al,az,...,ap)
P : -
: X, —a

5 3 9 p p b,—f la;,a,,...,a
aiqu(al,az, ,ap) %(al,az, ,ap) %(ul,az, ,ap) q q( 1502 p)

X —q X —a X 4
L xzfaz PN xzfaz =(ATA)‘1ATB:> 2 =(ATA)_1ATB+ a.2

x,—a, x,—a, X, a,




Ex: Résoudre le systéme suivant en partant du point (x,,y,)=(3.1,0.1) qui semble proche de la solution

(x_2)2_§y2: filxy)=x —4x—§y +4=1
1 1
(y—2)2—§x2= S fz(x,y)=y2—4y—§x2+4=1
1 2,1 2 1, 1,
g(x—y) +§(x+y—4) =1 f3(x,y)=zx +Zy —x—-y+2=1

On calcule les dérivées partielles :

ox dy 3 ox 3 dy ox 2 dy 2
Au point (xg,,)=(3.1,0.1) la matrice 4 des dérivées s'écrit donc :
2200 —0.067
r 2200 -2.067 0.550 T 9414 7.184
A=|-2.067 -3.800|, A" = , A A=
-0.067 -3.800 -0.950 7.184 15.347
0.550 -0.950
; 15.347 —7.184 ;o |9.414 7.184 ;-1 (01653 —0.0774
com (4" 4) = et det(4”4)= =92.858 = (44) =
-7.184 9.414 7.184 15347 -0.0774 0.1014
1= £i(%0,30) ) (02067
Le vecteur B s'écrit : B=|1-f5(xg,¥y) |=| 0.5933
1= £5 (%0, 0) —-0.2050
La solution au probléme est donc :
—0.2067
x r oAl X 0.1653 —0. 0774 2200 -2.067 0.550 3.1 2.9619
=(4"4) 4"B+ x| 05933 |+ |=
y Yo -0.0774 0.1014 —0.067 -3.800 -0.950 0.2050 0.1 0.0313

II. Interpolation polynémiale

Considérons un ensemble de n+1 points M, (x;,y;), i€{0,1,...,n}, qui peuvent étre par exemple des résultats de
mesures, tels que x, <x, <...<x,.Lorsque I’on cherche a déterminer la valeur y. en x. # x,, on parle d’interpolation
si x, <x. <x, etd’extrapolation si x. <Xx, oux, > x,. Nous n’aborderons ici que le probléme d’interpolation par des
polynomes : lorsque les points sont peu nombreux, on cherche a construire la fonction f (x) passant exactement par
tous ces points qu’on appelle points d’appui. Par deux points passe une droite (polyndme de degré 1) ; par trois points
passe une parabole (polynéme de degré 2) ; en généralisant on peut écrire que par n+1 points passe un polynéme P, (x)
dedegrén: P, (x) =a,+ax+a,x +...+a,x" estappelé polyndme d’interpolation. Il exite de nombreuses méthodes
pour déterminer P, (x) — dont celle consistant a poser les n+1 équations a n+1 inconnues et a inverser la matrice de

Vandermonde — mais si I’on utilise les mémes points d’appui, celles-ci doivent fournir le méme polyndme.

I1.1. Méthode d’interpolation polynomiale de Lagrange

11 s'agit d'une méthode facile a retenir. Considérons les deux points M (x,,¥,) et M, (x;,») et cherchons I'équation

de la droite les rejoignant. On &crit une fonction de la forme P(x)= yy4y(x)+ 4, (x) avec 4, (x) et 4 (x) deux
polynomes de degré 1 que I’on détermine grace aux conditions suivantes :

Ao(x)zlquandxzxo Al(x)=0quandx=x0
et
Ao(x)z()quandx:xl Al(x)=1quandx=x1
Chaque polynome a pour valeur 1 a I’abscisse d’un point d’appui et s’annule a ’abscisse de ’autre. La fonction s'écrit
X—x X=X,

donc : P(x)=y, +
Xo =X X1~ %o

En posant x, —x, = Ax on peut faire apparaitre le terme x—x, dans I’expression de P(x) :

8



X=X X=X +X — Xy X=X xX—x +Ax
P(x)=yy N =

x_xl
xo _xl xl _xO 0 (—A)C) yl A)C

Ax

=J’1+(J’1_)’o)

Supposons maintenant que l'on souhaite faire passer une parabole par trois points M, (xo,ye), M;(x,y) et
M, (x,,y,). On écrit de méme P(x) = yydy (x)+ 34 (x)+ 1,4 (x) avec 4y(x), 4 (x) et 4, (x) trois polynomes
de degré 2 que I’on détermine grace aux conditions suivantes :

4y (x)=1quand x = x, 4, (x)=1quand x = x; 4, (x)=1quand x = x,
t
Ay(x)=0quandx=x oux=x, |4 (x)=0quandx=1x, oux=x, ¢ 4, (x)=0 quand x = x, oux=x
La fonction s'écrit donc P(x) =y, (r—x)(x—x,) +n (r=x%)(x=x) +y, (x=%)(x-x)
(%0 =) (%0 = ;) (=) (% =x2) (2 =) (3, =)

Si les abscisses des points sont équidistantes, alors x, —x, =x, —x, =Ax et x, —x, =2Ax. On transforme P(x) en

faisant apparaitre le terme x—x, :

(x=x)(x=x+x-x,) (x=x +x —x0 ) (x—x +x,-x;) (x=x +x —x0)(x—x)
R = TS R (R = )
. (x—xl)(x—xl—Ax)_l_y (x—x1+Ax)(x—x1—Ax)+ (x—x +Ax)(x—x)
Do(a)(ay) (Ax)(-Ax) T () (a)
-, (x—xl)z—Ax(x—xl)_ (x—xl)z—(Ax)z_l_ (x—x1)2+Ax(x—x1)
BT S )
:y1+y2_y0 X=X V=20t (x_xlz)2

2 Ax 2 (Ax)

Le développement pour des ordres supérieurs est immédiat. Le k+1°™ terme d'un développement d'ordre n a pour forme

n

i (x‘x./) .
générale : y, gm, pourj #k .

Remarque : un polynéme de degré trop élévé peut engendrer des problémes d’oscillation ne correspondant pas a la
fonction que 1’on souhaite approximer. On choisit alors de construire des approximations par morceaux de
faible degré, ces morceaux étant indépendants les uns des autres ou liés par des conditions de continuité de
pente ou de courbure (voir principe des fonctions splines). On peut aussi tout simplement construire des
approximations globales ne passant pas exactement par tous les points d’appui (voir méthode des
moindres carrés).



Ex: Les masses volumiques (p en kg/m’) d’un échantillon de sodium sont mesurées pour trois températures (T
en °C) : (T,,0,)=(94,929), (T, p,) =(205,902) et (T}, 0,) =(371,860). Grace a la formule d’interpolation
de Lagrange, calculer la masse volumique du sodium pour T =251°C ? T =305°C ?

_(r-1)(r-1,) (T-T)(T-T,)  (T-%,)(T-T)
S AN (AN A
e T T

On trouve p = 890.56 kg/m® pour T = 251°C et p = 876.93 kg/m’ pour T = 305°C.

Ex: Déterminer le polynome d’interpolation de Lagrange satisfaisant au tableau de valeurs suivant.
x|0 2 3 5
yl-1 2 9 87
Comme il y a quatre points d’appui, le polyndme sera de degré 3.

(x—xl)(x—xz)(x—x3) (x—2)(x—3)(x—5) 1

Aﬂ:(xo_xl)(xo_xz)(xo—xg): (-2)(-3)(-5) :_§(x3_10x2+31x—30)
(x=x)(x=x)(x=x) _x(x=3)(x=5) 10,
A]_(xl‘xo) X =X xl—xs)z (2)(-1)(-3) =E(x ~8x HSX)

= —%(f -7x% + IOx)

= = =L(x3 —5x? +6x)

(x5=x%) (3 —x ) (x-x)  (5)(3)(2) 30
(

53 253
Donc P(x)=yody (x)+ »4 (x)+ y,4,

x)+y3A3 (x)=%x3 ~7x* +¥x—l

I1.2. Application a ’intégration numérique

On vient de déterminer la fonction f(x) passant exactement par tous les points expérimentaux M, (x;,y;),
i e{O,l,...,n}. L’intégrale de cette fonction nous permet d’effectuer une intégration numérique de la courbe

expérimentale. On supposera que les points sont équidistants, c’est-a-dire que x,,, —x, = Ax.

a) Formule des trapézes

Considérons les deux premiers points M, (xy,y,) et M, (x,y,). Nous avons vu que I’on pouvait joindre ces deux

x_xl

points par une droite d’équation : P(x) =y, +(y — ) . On obtient ainsi pour I’intégrale :

K [ _ X=X _ v Y1~ Yo ﬁ_ : _l
LOP(x)dx—Lo(yl+(yl yo) & jdx—yl[x]xO+—Ax {2 xlx} —ZAx(y0+yl)

0
Si I’on répéte ce procédé pour tous les intervalles, on obtient la formule des trapézes :
X

J‘: P(x)dx = Lo P(x)dx+J.

0 X

X2

P(x)dx+...+'[x”

Xn-1

1 1 1
P(x)dszAx(yo +J’1)+EAX(J’1 +)/2)+...+5Ax(yn_l +yn)

1
:EA’C()’O +23 +2y, +--~+2J’n—1+J’n)

b) Formule de Simpson

Considérons maintenant les trois premiers points M, (xo, o), M, (x,)) et M,(x,,»,). Nous avons vu que I’on

2
V2= Vo X—X +)’2—2J’1+J’0 (x—xl)

.On
2 Ax 2 (Ax)z

pouvait rejoindre ces trois points par une parabole d’équation : P(x) =y +

obtient ainsi pour I’intégrale :

10



2
J-XZP(x)dxzjx2 y1+y2_y0 X=X +y2—2y1+y0 (x—x) W

X Xy 2 Ax 2 (Ax)2
+ 270 X " V=20t 37"
=l T e *W[<X‘xl)]xo
o

= 2Aw, +J’2—2§’1 Y0 Ay
1
ZEAX(J/O +4y+ ;)

Comme précédemment, en répétant ce procédé sur un nombre pair d’intervalles (c’est-a-dire un nombre impair de
points), on obtient la formule de Simpson :

X,

j:o”p(x)dx=j:p(x)dx+jjp(x)dx+...+j " P(x)dx

Xp2

1 | |
=§AX(yo +4y, +y2)+§AX(yz +4y, +y4)+---+§AX(yn_z +4y,+,)

1
=§AX(yo Ay + 2y, + Ay + 2y 42y, 5 Ay, + )

Ex: Déterminer I’intégrale numérique de la fonction sin évaluée en cinq points par formule des trapézes. Par
la formule de Simpson.
X | 0 /8 /4 37/8 /2

y‘ 0 NN INGY - RN PN ) 1

car sin%z ‘/HTOS“ si e [0,7/2]

Analytique : [ = joﬂ/z sin xdx = [—cos x]z/2 =

Trapezes : [—l— 0+EX—M+2x£+2x—M+1 =0.987116
28 2 2 2
Simpson : 1—— [0 raxd2TN2 \/25 “2+ +1}_1000135

On constate que I’approximation de Simpson est nettement meilleure que celle fournie par la méthode des
trapezes.

Ex: Une voiture démarre et I’on mesure son accélération pendant les 4 premiéres secondes.
tj]o 1 2 3 4
a|3.0 51 55 60 3.2
1) A I’aide de la formule de Simpson, déterminer la vitesse de la voiture a t =4 s.
On a un nombre impair de points de mesures et un nombre pair d’intervalles. L’accélération et la vitesse sont
liées par la relation :

d ]
a(t)= ‘:Z(t ) =, —jt t)dt :éAt(aO+4a1+2a2+4a3+a4):%xlx(3+4><5.1+2><5.5+4><6+3.2)

Donc v, =20.53 ms’

2) Quelle est la distance parcourue par la voitureat=4s ?
La vitesse et la distance sont liées par la relation :

dx(t
% (t) = —( )
dt
11 faut donc calculer la vitesse a chaque temps. Cependant, on ne peut le faire avec la formule de Simpson que
pour un nombre de points impair, ¢’est-a-dire pour i =4, 2 et 0. v, a été calculé a la question précédente.

v, = g ()dt_%At(aO+4al+a2):%xlx(3+4x5.l+5.5)=9.63ms“

f

Vv, = 0a(t)alt=0ms‘l

Iy

11



On obtient donc le tableau de valeurs suivant :
t|] o 2 4
v | 0 0 9.63 2053

v(t)—— _j ——At(v0+4v1+v2)=%><2><(0+4><9.63+20.53)=39.37m

¢) Rappels sur les intégrales doubles

Une intégrale double est une fonction du domaine de définition D, partie de R?, vers R : ” f (x, y)dxdy .
D

Si le domaine est de la forme D =[a,b]x[c,d], alors HDf(x,y)dxdy = Jb[jfif(y,y)dyjdx
Si le domaine est de la forme D = [a,b]x[wl (x). 9, (x)} , alors ”Df(x,y)dxdy = Ib(jwz(:)f(y,y)dyj dx
a\Jo(x

Si le domaine est de la forme D = [1//1 (¥).¥> (y)}x[c,d] , alors ”Df(x,y)dxdy = Ld (I;/;i:)f(y,y)dx]dy

35 35 35
3 3 /V\/ 3
25 25 25
2 2 2
15 15 15
1 1
M

0 L L L L L L L ‘ 0 L L L L L L L , 0 L L L L L L L L L ,
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 & 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 & 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 &

Si D=D,uD, et D,ND, = alors ”Df(x,y)dxdy ='”D f(x,y)dxdy+”D f(x,y)dxdy

Ex: 1) Calculer Pintégrale [ = ”D(l +x)(1+ y)dxdy analytiquement sur le domaine D.

On divise le domaine d'intégration D en deux sous domaines :
.

i i D constitué par le triangle (ABE) et D, constitué par le
) S 8 C .. rectangle (BCDE). Considérons I, correspondant a D,. La droite
; ’ (AB) a pour équation :
o i x+1 x+5 1 7
A : y=1x +3x =—x+—
e : : e —4 4 2 2
i Ei 0
e Alors =] j 1+ x)(1+ y) dxdy

7
1, = I 1+x[; 1+y dyjd J' 1+x y+ y} 2dxzé.[:(l+x)(x2+18x+65)dx

1, 19, 8, }1 40
3 .

l_.kl(x3+l9x2+83x+65)dx=— 2+ 2207 +65x
875 8 4 2

5

. o 1 7 o
Remarque : on aurait pu considérer que y = Ex + 5 & x=2y—7 et calculer l'intégrale :
40
j L . 7 1+x 1+y)dxdy 2—?
De la méme fagon, on peut déterminer I, correspondant a D, : I, = J.x;; I‘j (1+x)(1+ y)dxdy

I, =j_11(1+x)(j13(1+y)dy)dx=j_‘1(1+x)[y+%yzl3 dx=6‘[__11(1+x)dx=6[x+%x2}1_1 =12

Donc I =1, +1, ——?+12——§

2) Refaire le calcul a ’aide de la formule de Simpson en posant Ax =Ay =1.

12



On échantillonne le domaine D en un nombre impair de points
en x et en y, et on applique la formule de Simpson dans les deux
dimensions. Considérons les lignes de points correspondant a

y=1, y=2, y=3 etlafonction f(x,y)=(1+x)(1+y)

I, = %Ax(f(—s,l)+ Af (-4 +2f (=3,1)+4f (=2,1)+2f (-L1)+4£(0,1)+ f(L1)) =12

1, :%Ax(f(—3,2)+4f(—2,2)+2f(—1,2)+4f(0,2)+f(1,2)):O
1, :%Ax(f(—l,3)+4f(0,3)+f(1,3)):8

On applique alors la formule de Simpson pour ces trois valeurs et on obtient l'intégrale :
1 =%Ay(10 +41,+1,) =%(—12+0+8) = —%

On retrouve bien le méme résultat qu'avec la solution analytique.

1) Calculer Pintégrale / = HD xydxdy sur le domaine D par les méthodes analytique et numérique.

ir

7 x—1 1 7

il +0X——=——x+—.Alors :
6 2 2

La droite (BC) a pour équation : y =3X

e P (hel ST LT e,
1 =.L:1 L:O xydxdyl, =L X _[0 ydy x=I1 x{zy L dx=§J.] x(x —14x+49)dx

7
= lr(f —14x" + 49x)dx = l{lx“ —E)ﬁ +£x2} = ) =225
871 84 3 2 2
Considérons les lignes de points correspondanta y=0, y=1 et y=2 (laligne y =3 est provisoirement
écartée car la méthode de Simpson requiert un nombre impair de points et donc un nombre pair d’intervalles) et
la fonction f(x,y)=xy :

I, =%Ax(f(l,o)+4f(2,0)+2f(3,0)+4f(4,0)+2f(5,0)+4f(6,0)+f(7,0)) =0

1, :%Ax(f(l,l)+4f(2,1)+2f(3,1)+4f(4,1)+f(5,1)):12

I, =%Ax(f(l,2)+4f(2,2)+f(3,2))=8

On applique alors la formule de Simpson pour ces trois valeurs et on obtient l'intégrale :
I, :éAy(IO+4I1 +12):§(0+48+8):5?6

L’intégrale de f(x,y) sur le triangle délimité par les droites y =2 et y =3 est calculée par la méthode des

trapézes :
1 1 11
Ly=—AN(,+1;)=—(8+3)=—
»T5 J’( 2 3) 2( ) )
56 11 145 . . L .
Donc au total [ =1, +1,, = 3 +? R 24.17 . Dans cet exercice, la méthode numérique surestime la

valeur de I’intégrale car I’approximation des trapézes est moins précise que celle de Simpson.

13



I11. Résolution d’équations par des méthodes itératives

En sciences pour I’ingénieur, il arrive trés souvent que 1’on veuille déterminer les racines d’une équation, c’est-a-dire la
(ou les) valeur(s) de x telle(s) que f (x) =0. Le calcul du point d’intersection entre deux courbes représentées par les

fonctions f'(x) et g(x) revient aussi a déterminer les racines de /(x)= f(x)—g(x). Les techniques de résolution

d’équations dépendent beaucoup des variations de la fonction et sont en général itératives.

II1.1. Racines d’un polynéme

Soit P, (x) un polyndme de degré n: P, (x)=a,+ax+a,x’+...+a,,x"" +a,x". P,(x) admet exactement n racines

réelle ou complexes, que I’on notera r,r,,...,r,_,,r,. La recherche de ces racines se construit de la manicre suivante : si

I’on obtient une premiére racine, on peut écrire P, (x)=(x—r)P,_ (x) ou P,_ (x) estun polynome de degré n—1.On
n

recommence juqu’a mettre le polyndme sous la forme P, (x)=a,(x—r)(x—n)...(x=r,)=a,[[(x-7). Cest la
i=1

méthode de réduction polynomiale.

o Théoréme d'Abel : il n'existe pas de formule explicite donnant les racines de P, (x) pour n>5.

e Régle des signes de Descartes : elle permet de connaitre le nombre de racines positives ou négatives. On compte v le
nombre de changements de signe des coefficients du polynéme a,,q,,a,,...,a,. Le nombre de racines réelles

positives est égal a v ou a un nombre pair inférieur a v ; le nombre de racines réelles négatives est déterminé en
remplagant x par —x et en appliquant la méme régle que pour les racines positives.

Ex: Déterminer le nombre de racines positives et négatives de la fonction f (x) =x*—5x +5x +5x-6.
f (x) est un polynome de degré 4 qui admet 4 racines réelles ou complexes. nsc =3 —> trois ou une racines

réelles positives.
S (=x)=x"+5x"+5x" =5x—6 = nsc =1 — une racine réelle négative.

Donc le polyndme admet 3 racines positives (1,2,3) et une négative (—1).

Il existe de nombreuses méthodes permettant de rechercher les zéros d’un polyndme. L’une d’entre elles consiste a

construire la matrice compagnon du polynéme et a en calculer ses valeurs propres :
a a a a a
. 2 -1 - -1 - -2 2
Soit P, (x)=a,+ax+a,x’+...+a, x" +ax" =0=>x" =L 22— 2 Ly L
a a a a a

n n n n n

La premiére ligne de la matrice compagnon, d’ordre #, reprend les coefficients du polynome de degré »—1 du membre
de droite, et s’écrit sous la forme :

an—l an—Z _ & _ﬁ _ a_
a, n a, a, a,
0 0 0 0
A =
0 0 0 0
1 0 0
0 0 0 1 0

Les valeurs propres de cette matrice sont les racines du polyndme caractéristique de degré n défini par
det(A4—AI)=0 ou I désigne la matrice identité.

II1.2. Racines d’une fonction quelconque

La plupart des fonctions ne s’expriment pas sous la forme de polyndmes mais s’écrivent de fagon plus ou moins
complexe comme des combinaisons de fonctions de base : fonctions trigonométriques, fonctions exponentielle ou
logarithme, etc. Le principe de recherche de racines d’équations est basé sur des méthodes itératives ou, en partant
d’une valeur initiale, on s’approche de plus en plus prés de la solution exacte. Il est conseillé d’étudier les variations de
la fonction et de la tracer sur un intervalle donné afin d’avoir une idée préalable du voisinage de la racine. La clé du
succés repose sur I’encadrement préalable de la racine. La condition d’existance d’une solution (au moins) pour la

fonction f(x) peut s’énoncer de la fagon suivante: si f est continue et s’il existe un intervalle [a,b] tel que

f(a)x f(b)<0 alors il existe au moins une racine réelle r € [a,b] telle que f(r)=0.
14



a) Méthode de bissection ou de dichotomie

Supposons que 1’on connaisse un intervalle [x,,x,] contenant la racine . Soient y, = f (xo) et yy=1 (xl) . On coupe

Iintervalle en deux x,, =%(x0 +x,) et on évalue y, = f(x,). Soit f(x,)xf(x,)<0 et la racine se trouve sur

Pintervalle [x,,x, |, soit f(x,)x f(x)<0 et la racine se trouve sur 'intervalle [x,

m?>

x,]. On réitére cette opération

jusqu’a ce qu’un critére de convergence soit atteint. Cette méthode est trés populaire car la solution est garantie mais
sa rapidité de convergence n’est pas bonne comparée a d’autres. 11 est donc suggéré de ne I'utiliser que pour s'approcher
de la racine.

b) Méthode de la fausse position

Il est possible d’améliorer la convergence de 1’algorithme en interpolant la fonction par une droite sur I’intervalle
[x,,% ] . Précédemment, nous avons établi 1’équation de la droite reliant deux points en utilisant la méthode des
polynomes de Lagrange :

P(x)=J’1+(J’1_J’0)%=)’1+%(x_x1)
1~ Xo

La nouvelle abscisse n’est plus le milieu de I’intervalle mais le point d’intersection entre la droite et 1’axe des
=)o X1~ %o
—X N =)o

abscisses : P(x,,)=0=> y + (% —x)=0=x, =x, -y . On évalue y, = f(x,) et on reprend a ce

X ~ Xk

f(xk)_f(xk—l) ‘

stade le principe de I’algorithme précédent. La relation de récurrence s’écrit : x;; =x; — f(x; )

[iR=)

06

o4 2xe™ -cosx
02

02

0.4

-06

08

¢) Méthode du point fixe

Elle est fondée sur le fait qu'il est toujours possible de transformer le probléme f (x) =0 en un probléme équivalent
g(x)—x=0 ou la fonction auxiliaire g a ét¢ choisie de maniére a ce que g(a)=a quand f(&)=0. Le choix de la
fonction g n'est pas unique. La méthode revient & déterminer son intersection avec la premiére bissectrice des axes
d’équation y =x. On part d’une abscisse initiale x, prise proche de la racine  cherchée puis on calcule g(x0 ) =X ;

connaissant x, on calcule g(x1)=x2 et ainsi de suite jusqu’a obtenir une stabilisation du processus, c’est-a-dire
g (x*) = x, avec une précision donnée. La racine cherchée n’est alors autre que » = x, . Cette méthode n’est pas toujours

utilisable, elle doit satisfaire deux critéres de convergence : si x€ [a,b] alors g(x)€ [a,b] et —1< g'(x)<1.

Ex: Déterminer les deux racines de la fonction f (x) =x>-100x+1=0 par la méthode du point fixe.

La méthode du point fixe nécessite d’écrire 1’équation sous la forme x = g(x)
wh\ : L L
x =100x+1=0=>x=—(x"+1)= g(x)=—+(x" +1
ml 001 )= 8(9) =155 (" +1)
O\ Calcul de la premiére racine sur I'intervalle [-20,20] : /'(-20) = 2401 et
- \ /(20)=-1599 donc f(-20)x f(20)<0 ce qui signifie qu’elle existe bien.
0 20 40 60 80 100 120 401 401

-20)=——=4.01€|-20,20| et g(20)=——=4.01€ [-20,20
6(20)= 2 4 01 [-20,20] et 2(20) = 2N =401¢ [-20,20]
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g'(x)= N P g'(x) <1 sur I’intervalle [-20,20]. Les deux critéres de convergence étant vérifiés, la
50

méthode du point fixe peut étre appliquée. On part de x, =1 et on itere :

x,=1=x =g(x)=0.02, x, =0.02= x, = g(x,) =0.010004, x, =0.010004 = x, = g(x,) =0.0100010008
x, =0.010004 = x, = g(x,) = 0.01000100020017

Calcul de la deuxiéme racine sur I’intervalle [20,120] : /(20)=-1599 et f(120)=2401 donc

/(20)x f(120) <0 ce qui signifie qu’elle existe bien.

401 . . e
g (20) =——=4.01¢ [20,120] donc le premier critére de convergence n’est pas satisfait... Il faut alors changer
100

. 1 1
d’écriture en posant x° —100x+1=0= x> =100x-1=> x =100——= h(x) =100-—
x x

1(20) =222 299,95 [20,120] et £(120)= 2222 ~99.99€ [20,120]
20 120

1 . . .
h'(x)=— = —-1<h'(x) <1 sur I'intervalle [20,120] . Les deux critéres de convergence étant vérifiés, la
X

méthode du point fixe peut étre appliquée. On part de x, =60 et on itere :
x, =60= x, =h(x,)=99.98333333333333, x, =99.98333333333333 = x, = g(x,) = 99.98999833305551,

x, =99.98999833305551 = x, = g(x, ) = 99.98999899973326

d) Méthode des gradients ou de Newton-Raphson

Les méthodes précédentes ne nécessitent que la connaissance de la fonction en différents points de I’intervalle
encadrant la racine. La méthode de Newton-Raphson est plus générale puisque ’on ne part que d’un point initial x,,

proche de la racine, et non d’un intervalle [x,,x,] qui ’encadre comme dans les deux premiéres méthodes. On écrit le

développement de Taylor de fa l'ordre n en x, :

of (\(x-x) 0*f (x_xO)z "f (¥ =x)"
f(x)zf(x0)+$(xo) T + o2 (xo) Y +...+ P (xo) p
f(xt))
f(%)

On cherche la valeur de x telle que f'(x)=0= f(xo)+gl(xo)(x—xo) =0 x=x)—
x

Si x est proche de x,, c’est-a-dire si |x—x0| est faible, cette relation est vraie et on a une bonne approximation de la
racine de la fonction. Sinon, le remplacement de la fonction f (x) par les deux premiers termes de son développement

de Taylor équivaut a approximer la fonction par sa tangente au point (xo, yo) . En écrivant que f (x) =0, on calcule

donc le point d’intersection entre la tangente et ’axe des abscisses. En conséquence, la valeur de I’abscisse ainsi
générée n’est pas la solution mais une valeur plus proche que celle de 1’abscisse du point initial. Il suffit donc de répéter

X
I’opération par le processus itératif x;,, = x; — JJ:’(( k)) jusqu’a convergence. Comme pour la méthode du point fixe, un
Xk
. X " X
des critéres de convergence est : —1< %jz()) <l.
X

Ex: Déterminer la racine de la fonction [ (x) =x—2sinx =0 par la méthode de Newton-Raphson.

s 0 est une racine évidente de cette fonction.
* ) f(x)=x-2sinx= f'(x)=1-2cosx

. . . X, —2sinx
‘ / La relation de récurrence s’écrit : x,,, = x, ——~—————&
/ 1-2cosx,

0 On part de la valeur initiale x, =2 et on itére :

Xy —2sinx; X —2sinx,

=1.9010, x, =x, — =1.8955 et les itérations

05 1 15 2 25 xlzxo_
1-2cosx, 1-2cosx;

16



suivantes donnent la méme valeur. Sil’on part d’une valeur initiale plus éloignée de la solution, x, =1 par

exemple, on aboutit a la méme solution mais avec un nombre plus grand d’itérations et des valeurs qui peuvent
osciller : x; ==7.4727, x, =14.4785, x; =6.9351, x, =16.6357, x5 =8.3439 , x, =4.9546, x; =-8.3013,

Xy = 48173, xy =3.7926, x,, =1.8611, x,, =1.8962 et x,, =1.8955

La méthode de Newton-Raphson permet généralement de trouver rapidement et avec une bonne précision les racines
d’une fonction. Il existe cependant des situations ou elle échoue, par exemple lorsque f '(xo) est faible, c’est-a-dire que

la tangente est presque horizontale, & proximité d’un extrémum. Enfin son principal inconvénient est qu'elle nécessite
Iévaluation de la fonction f'(x) et de sa dérivée f'(x) quin’est pas toujours facile a écrire analytiquement.

II1.3. Systémes non-linéaires

Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent a des méthodes permettant de trouver le zéro d’une fonction d’une
variable. On peut en principe les utiliser pour N fonctions des variables x,,x,,...,x, . On se limitera ici a un systéme de

deux équations non-linéaires a deux inconnues x et y :

G(x,y)=0

{F(x,y)=0

La méthode de Newton-Raphson est analogue a celle utilisée précédemment. On part d’un point initial (x,,y,) et on

développe les deux fonctions F et G en série de Taylor a ’ordre 1 en x, et y, :

oF oF
F(xay) :F(xod’o)‘*'(x_xo)g(xod’o)"'(y_)b)g(xod’o) =0

G(x,y)=G(x0,y0)+(x—x0)aa—f( Ovy0)+(y_y0)%_f( 0>%0)=0

qui se met facilement sous forme matricielle :

%—Z(xwfo) E;_I;(XO’),O) [x—xo]:_(F(xo’y‘))j:(x]—[xoj_ %_Z(xmyo) g_i(xod’o) X[F(xo,yo)j

G - G(x,, oG G(xy,
g(xod’o) Y=Y (x0530) v) g(xod’o) g(%,yo) (x0530)

On peut écrire la formule de récurrence de Newton-Raphson pour deux inconnues :

aF(x ) aF(x )
[xlmj_[xkj ox e dy ek XKF(xkaJ/k)]
|y ) | oG G G(x,,
Yie+1 Yk ax_(xk’yk) _ay (xk,yk) (xk yk)

Ex: Trouver ’extremum de la fonction f(x,y) = x> +2xy+2y’ —3x—4y par la méthode de Newton-Raphson.
S’agit-il d’un maximum ou d’un minimum ?

8f(x,y) 8F(x,y) _ 82f(x,y) . 8F(x,y) _ azf(x,y)

F(x,y)=——==2x+2y-3=0 =2 =2
(x.) ox i - ox ox’ ¢ dy oxdy
%) G 0’ G 0’
6oy =L o gy gm0 8 (), 06(xy) 0 (w) _,
dy Ox oxdy dy dy
On part du point initial (x,,y,)=(0.5,1), par exemple, et on calcule (x,,y,) par la formule ci-dessous :
I ) L) |
(xljz(xoj_ ox T gy e X(F(xo,yo)j=£x0j_(2 EJIX[F(xO,yO)J
G G G(x,, 2 4 G(x,,
N Yo g(xo’yo) g(xo’yo) (xo yo) Yo (xo J’o)
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o x) (05) (2 2)' (0) (1
Premieére itération : = - X =
N 1 2 4 1 0.5
-1
. L X, 1 2 2 0 1
Deuxiéme itération : = - X =
V) 0.5 2 4 0 0.5

On constate qu’il suffit d’une seule itération pour trouver la solution exacte. Cela provient du fait que les
dérivées partielles de f (x, y) sont des fonctions linéaires. La formule de récurrence fournit donc la solution
exacte apres une seule itération. Pour savoir de quel type d’extremum il s’agit, on calcule les valeurs propres de
la matrice des dérivées secondes appelée matrice Hessienne en (1,0.5) :

2-4 2

det(H - AI)= s 4

:(2—1)(4—/1)—4:/12—6/1+4:(/1—3—\/§)(ﬂ—3+\/§)

A =3+ J5>0 et A, =3- V5>0 donc on se situe sur un minimum (si les deux valeurs sont négatives, on se situe
sur un maximum).

2
Trouver ’extremum de la fonction de Rosenbrock f(x,y)= IO(y - xz) + (1 - x)z par la méthode de

Newton-Raphson. S’agit-il d’un maximum ou d’un minimum ?

af(an’) 2
F(x,y) =222 = 40x(y—x*)-2(1-x) =0
(x,») P x(y X ) (I-x)
af(an/) 2
G(x,y)= =20(y—-x")=0
() =L 20(5-0)
F : F :
L (xy) 9 f(f’y)=—40(y—3x2)+2 o S (07) O (xy) 40
ox ox dy 0xdy
2 2
_9G(xny) S (xny) 4 90 (ey) 0 f()zc,y) 0
ox 0xdy dy dy
On part du point initial (xo, yo) = (—1, 2) , par exemple, et on itére le systéme ci-dessous :
P ) L] :
(xljz(xoj_ ax L0 TG, Ve X[F(xo,yo)j=£x0j_[—40(yo—3x§)+2 —40x, x[F(xo,yO)]
oG oG G(x,, - G(x,,
B2 Yo g(xo’yo) g(xo’yo) (xo yo) Yo 40x, 20 (xo yo)
21

o X, -1\ (42 40\ (36) (-1} 1 (20 —40) (36) | 19| (-l.11
Premicre itération : = - X = - X = =
¥, 2) (40 20 20 2 ) 760\-40 42 ) (20 23 1.21

19
L (x)) (~LI1) (10017 4421\ (-470) [ 0.62
Deuxieme itération : = - X =
Y, 1.21 44.21 20.00 -0.22 -2.59
o . X, 0.62 15136 —24.72Y" 72.66 0.62
Troisiéme itération : = - X =
A -2.59 -24.72  20.00 -59.40 0.39
(%) (0.62) (3319 —2498)" (-0.750) (0.9997
Quatriéme itération : = - X =
A 0.39 -24.98 20.00 —-0.008 0.8686
L (x) (09997 (87.59 -39.99\" (5.63) (0.9998
Cinquiéme itération : = - X =
Vs 0.8686 -39.99 20.00 -2.82 0.9996
T X4 0.9998 81.96 —39.99)" (—0.0004426 1.0000
Sixieme itération : = - X =
Ve 0.9996 -39.99 20.00 —0.0000001 1.0000
La solution est donc (x,y)=(1,1). Les valeurs propres de la matrice Hessienne en (1,1) sont :
82-1 —40 ,
det(H -a1)="", © 7 |=(82-4)(20-2)-1600 =2 ~1024+40 =(4-51-+2561)(2-51++/2561)

A =51+4/2561>0 et A, =51-+/2561>0 donc on se situe sur un minimum.
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IV. Régression par la méthode des moindres carrés

IV.1 La modélisation
a) Introduction
On appelle modélisation la représentation mathématique simplifiée d'un phénoméne permettant d'en simuler son

fonctionnement. Les sciences ont toujours utilisé, explicitement ou implicitement, la modélisation dans une démarche
l'associant avec la théorie pure et 'expérimentation. Ces trois voies de recherche sont indissociables.

Modélisation | ——— | théorie pure

NS v/

Expérimentation

La simulation informatique d'un mode¢le a pour objet d'analyser les conséquences d'une théorie, de découvrir des effets
nouveaux ou de prédire des comportements qualitatifs mais aussi de donner des réponses quantitatives :

e dans les sciences exactes et technologiques, clle dépend directement des moyens de calcul : l'augmentation
continue de la puissance des ordinateurs permet d'imaginer des modéles de plus en plus riches et donc de s'attaquer a
des phénoménes de plus en plus complexes. La science fondamentale en tire avantage par une meilleure
compréhension des mécanismes en jeu, ouvrant de nouveaux champs d'étude comme celui des phénoménes non
linéaires, du chaos dans les systémes atomiques, de la réactivité en phase gazeuse, de la dynamique moléculaire, etc.
L'industrie y gagne en temps et en cott, remplacant 1'étude expérimentale par la simulation dans des sujets comme
l'aérodynamique ou la combustion dont l'importance est vitale pour l'aéronautique ou 1'industrie automobile, aussi
bien que pour prévoir l'effet thérapeutique d'une molécule.

e cn sciences humaines et sociales, elle est d'avantage un guide de la réflexion, obligeant le chercheur a préciser sa
problématique. Par exemple, 1'instauration de systémes d'information géographique (SIG) en vue de 1'aménagement
du territoire a nécessité une modélisation des objets graphiques et de leurs attributs. La tache n'est pas toujours facile
comme en témoigne la relative faiblesse de la modélisation en linguistique dont les querelles d'école et l'insuffisance
de formation scientifique freinent le développement.

Le plus souvent le modéle emploie un formalisme mathématique et donc requiert des moyens de calcul importants.
Aujourd'’hui la puissance d'un supercalculateur vectoriel approche le téraflop (mille milliards d'opérations par
seconde). En méme temps que progressent les supercalculateurs, des machines plus petites mais atteignant déja des
performances remarquables, en général des stations de travail, s'introduisent dans les laboratoires. Elles permettent de
tester des calculs a échelle réduite avant leur lancement sur une machine plus puissante et peuvent se connecter entre
elles pour mettre leur puissance en commun. Enfin en bas de la chaine les micro-ordinateurs commencent eux aussi a
disposer d'une puissance de calcul intéressante.

b) Validation d'un modéle

On attend d'une théorie qu'elle explique des résultats expérimentaux et qu'elle prédise de nouveaux résultats, alors qu'on
attend généralement d'une expérience qu'elle vérifie la validité de théories existantes et qu'elle collecte des données pour
les modifier. A l'exception de quelques cas ou l'expérimentation est inaccessible, par exemple la création et la
destruction des molécules interstellaires ou bien la rentrée de la navette spatiale dans 1'atmosphere, la confrontation du
modele avec les résultats expérimentaux est nécessaire pour le valider. II arrive cependant que cette confrontation soit
trompeuse : ainsi, par pure coincidence, une théorie fausse peut étre en accord avec une expérience. Inversement une
théorie peut étre correcte mais en désaccord avec une expérience... De méme il existe des "bonnes" et des "mauvaises"
expériences. On supposera par la suite que les données expérimentales ont été calibrées, vérifiées, et débarrassées de
leurs erreurs systématiques. Un phénomene physique peut étre décrit par deux approches différentes :

1. approche statistique : on collecte des données expérimentales sur différents objets, et on essaie d'obtenir une
corrélation entre les objets et les mesures. Cependant prédire n'est pas expliquer.

2. approche analytique : on essaie de comprendre les mécanismes du phénomeéne observé et on incorpore cette
connaissance dans un mode¢le. C'est cette approche que nous développerons.

La complexité des modeles dépend de l'utilisation qu'on veut en faire. Dans la perspective d'une inversion, étape
essentielle pour valider le modele, le choix du modele est gouverné par un certain nombre de régles. Il est clair qu'étant
donné n'importe phénoménologie on peut toujours construire un modele qui la décrit. En d'autres termes, si I'on utilise
des parametres en nombre suffisant, des fonctions d'un degré assez élevé, on peut toujours construire un modele
mathématique de n'importe quoi ! Mais le vrai probléme n'est évidemment pas 1a : il consiste, en revanche, dans la
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construction d'un modéle qui ne recoure pas a trop d'étres mathématiques. Il y a donc un conflit entre 1'adhérence
rigoureuse a la donnée empirique, ce que les Anglo-Saxons appellent le fit, et la quantité de paramétres qui apparaissent
dans le modeéle : si on met beaucoup de parametres, on a un bon fif, mais un modele compliqué, si on en met peu, le
modele est simple, mais le fif est mauvais. Seront excellents les modé¢les qui concilient, moyennant quelques
compromis, peu de paramétres et un bon fit.

¢) Sens direct et sens inverse

5 Considérons un mod¢le représenté par une fonction mathématique f de p

. L paramétres © = (01,...,9p) indépendants. En mode direct, les paramétres sont

fournis et I'on cherche a calculer un phénoméne. Le mode inverse correspond a

o * I'extraction des propriétés du milieu a partir des mesures physiques. Cette
' . 1 opération se fait par ajustement de la fonction mathématique f'sur 1'ensemble des
° points expérimentaux M, (x;,y;), i€{l,...,n}. Soit ¢ la distance entre les

valeurs de y;, et f(x;) : e.=y,.—f(x,.,(t91,...,9 )) La méthode des

i p

moindres carrés consiste a chercher les valeurs des paramétres 6,,...,6, de f

en minimisant la fonction de mérite )~ définie comme la somme des carrés des distances e; :

En effet, certains écarts étant positifs et d'autres négatifs, on ne peut pas minimiser leur somme arithmétique. Le critére
le plus couramment utilisé est donc la somme des carrés car ceux-ci sont toujours positifs et ne s'éliminent pas les uns
les autres. Nous admettrons ici une propriété des fonctions numériques a plusieurs variables : une condition nécessaire,

mais pas suffisante, d'extremum en un point © = (91,...,t9p) est que toutes les dérivées partielles de x>, a savoir

2 2
aL,...,aL, soient nulles en ce point.
06, aap

IV.2. Ajustement a une fonction polyndomiale

a) Polynome de degré p

2
On pose f(x)=ay+ax+ ax* . raxt a,x’ = Zajx] et on détermine les p+1 paramétres a,4q;,d,,...,d
j=0

4

2
n P .
de cette fonction qui minimisent y* = Z( yi—Xax j . Pour tout k on écrit alors :
i=1 j=0 -

2 n n
- _ 0 it —a —ant— g gV eSS (v g — = —axf = —g xP
P Vi =y =X, —ayx; ..~ a X —...—a,xl) |= X \yi—ag—ax; —ayx; —...—ax; —...—a,x
k k\i=1 i=1

En utilisant la propriété de dérivation suivante : ai(a - Bu )z =-2f(a— fu)
u

a}(z n n n n n n
ZL—=0=aq, E X +a E Xy, 2 X2yt 2 Hrva 2 xkr = E Xy,
P i i Ji

aak = - = = - -

i=1 i=1 i=l1 i=l1 i=1 i=1

n n
En posant S = lek et W, = lek y; eten écrivant le systéme pour toutes les variables ag,4;,a,,...,a, on obtient :
i=1 i=1
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na, +Sa,+S,a, +...+S,a, =W, n oS S, - S, a, w,
Sa,+ 8,0+ S50, +...+ S, a0, =W, s, s, S . a, w,
S,a,+ 84+ 8,0, +...+ S8, ,a, =W, S, S 85 S, a, w,

=] : : : DX =] [=>84=W
Spdy S0 + 8,0, +. .+ Sp+kap =W, Si S S Sp+k a, w,
S.ay+S, 0 +S, ay+.. 48y a, =W, \S, S, S, o S, ) \a,) \W,

On constate que la matrice du systéme est une matrice carrée d'ordre p+1, symétrique, donc les p+1 paramétres sont
obtenus en calculant 'inverse de S : SA=W = 5~ (S4)=5"'W = (S_IS)A =S WoIA=S"W=4=5"W.

Ex:

Ajustement par un polynéme du second degré (parabole) d’un nuage de 7 points : M, (—3,2),

M, =(-2,05), My=(1,-1), My =(2,-1), M5 =(3,0), My =(4,2), M;=(5,4)
n S S, a,

Le polyndme s’écrit f(x)=a +ax+ a,x” et ses coefficients sont calculés par | S, S, S, |x|q |=
S, S, S,) \aq

N I I

7 7 7 7 7
avec n=7, 8 =) x,=10, S, =Y x' =68, S;= > x/ =190, S, =D x' =1076, Wy = 3, =65,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
7 7
W = in y; =18 et W, = Zx,z y; =147 . Le systéme matriciel s’écrit donc :
i=1 i=1
7 10 68 a, 6.5 a, -1.2584
10 68 190 |x|q |=| 18 |=|q |=]| —0.3043 | et f(x) =-1.2584-0.3043x +0.2699 x*

68 190 1076) \a, 147 a, 0.2699

Cas particulier de la droite de régression

La droite de régression s'écrit f (x) =ay+ax avec aq, l'ordonnée a l'origine et a; la pente de la droite. Ces deux

coefficients qui sont les paramétres du modéle linéaire sont calculés par :

(&SGR 3G 0l )

n n

i=1 i=1 i=1 i=l1

- n n 2 n n n
2 —
i3 _(zx,} RN
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

[ao] 1 inzzyi_zxizxiyi
donc

a

On retrouve les expressions bien connues pour a, et a; .

b) Généralisation

Les valeurs des coefficients a a,,a,,...,a, du polyndme peuvent étre tres variables selon son degré, ce qui signifie

qu’elles ne représentent pas les caractéristiques intrinséques des données. Par exemple, la valeur a, est le point
d’intersection sur 1’axe des ordonnées, a; la pente en ce méme point, et les autres coefficients les ordres supérieurs de
courbure en ce méme point.
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. / . / s / s
a/ / j /: j\\ N
AN / A / B /] /
/ AN / \
N\ / N / ™ / i\ /
Y 4 AN 4 > s /
1 . . 1 S~ o A 1 N e & 1 1 b ~— e
ag = —1.2584 ag = —1.0740 ag = —1.0743 ap = —0.5000
a; = —0.3043 a; = —0.3844 a; = —0.3853 a; = —0.5583
a, = 0.2699 a; = 0.2372 a, = 0.2375 a, = —0.0208
as; = 0.0091 as; = 0.0092 as; = 0.0625
a, = —0.000029 a, = 0.0208

as = —0.0042

Cette interdépendance serait évitée si I’on pouvait déterminer des coefficients représentant la valeur moyenne, la pente
moyenne, la courbure moyenne, etc. des données. Ces derniers seraient alors indépendants du systéme de coordonnées.
Une généralisation de I’approximation polynomiale consiste a déterminer le jeu de p+1 coefficients ag a;,a,,...,a, de

la combinaison linéaire de fonctions f; (x), £, (x), £, (x),..., f, (x) :
f(x)=a0f0 (x)+a1f1 (x)+a2f2 (x)+...+akfk (x)+...+apfp (x)

i

2
. . . L n 2
On détermine les p+1 variables ay,a;,a,,...,a, de cette fonction en minimisant 2= Z( v, _/;0 a,f; (x, )j . Pour tout

i=1

k on écrit alors :

o _ 0 i(yi—aofo(xl.)—alfl(xi)—azfz(xi)—...—akfk(xi)—...—apfp(x,»))zJ

aak aak -1

=‘22fk (x,-)(y,- ‘aofo(xi)_alfl (x;)‘azfz (xi)_"'_akfk (xi)‘-~~_apfp (x,-))

" e, . o’
Comme précédemment, on annule les dérivées partielles : 9 0
A

atoo (x;) fx (xi)+aIZfl (x:) f (xi)+"'+ak2fk (xi)2 +~~~+apip (x:) fic (%) = ka (%)
=l i=l i=1 i=l

i=1

On obtient donc le systéme matriciel suivant que 'on sait résoudre :

WIS D WACIVICI I WASIVACT IR WACHYACY AL

Zﬁ(xi)ﬁ)(x,-) pACA Zﬁ(xi)ﬁ(xf) Zﬁ(Xi)fp(Xi)
DAGIAR) A  TAGT - SAELE[ T R0

IWACTACIIDWASIVIE IO WACIVAC) D WA WA

Les fonctions f peuvent prendre des formes variées : si l'on parvenait a les choisir de facon a ce que les termes en dehors

de la diagonale soient trés faibles voire nuls, alors la matrice S serait diagonale et les coefficients Ay, a),dy,..,d,

indépendants du degré de la fonction. C'est le cas des polynomes de Legendre, des polynomes de Tchebycheff, ctc.

qui ont pour propriété d'étre orthogonaux, c'est-a-dire que »_ £, (x,) £, (x,)=0.

i=1

¢) Ajustement a des fonctions othogonales

e Polynémes de Legendre : ce sont des fonctions de x définies sur l’intervalle [—1,1] satisfaisant les propriétés
suivantes :
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1. P, (x) est un polynome en x de degré p qui contient seulement des puissances impaires de x si p est

impair et seulement des puissances paires de x si p est pair.
2. P (1)=1, Vpe N.

3. P,(x) et P, (x) sont orthogonaux sur l'intervalle [-1,1]

1 pour p =q
LPP (x)Pq (x)dx=12p+1

0 pour p # g
11 existe plusieurs relations permettant de les calculer de proche en proche :

_2p+l

Relation de récurence : P, (x) . xP (x) —ﬁPﬂ (x)

P
Formule de Rodrigues : P, (x)= 2plp!ic—p[(x2 —l)p]
Ex: Déterminer P, (x), B (x),et P, (x)
P,(x) estde la forme P, (x)=a,
1 2
J._IPO(x) dx=2=a,=1 donc P,(x)=1
B (x) estde laforme F,(x)=a,+ax
[ B (x)B(x)dx=0 0
== =
100 X) 1 X) a donc E(X)=X
B(1)=1=q =1

P, (x) estdela forme P, (x)=a, +ax+a,x’

donc P, (x) =%xP] (x)—%P0 (x) =%(3x2 —1)

On pourrait montrer que P, (x) = %(5)63 —3x) , P (x)= %(35x4 -30x° +3) , etc.
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Ex: Ajustement par des polyndmes de Legendre de degré 2 d'un nuage de 7 points : (x,,y,)=(-3,2),

(%2:32) = (=2,05), (x3,33) = (1,=1), (x4.34) =(2.71) 5 (x5,5) =(3.0) (%6.36) =(4.2) 5 (x7.37) = (5.4)
On fait d'abord un changement de variable afin que les abscisses soient comprises entre —1 et 1. Les valeurs
extrémes de x étant min(x)=-3 et max(x)=>5, la nouvelle variable u est calculée par la formule :

1 . 1
u= rnax(x)—min(x) (2x—max(x)—m1n(x)) :Z(x—l)
u= {—1,—%,0,%,%,%,1} et le polynome s’écrit f(x)=aoRy (u)+aR (u)+a,P, (u) avec B, (u)=1,
B(u)=u, P,(u)= %(3142 —1) . Ses coefficients sont calculés par :

ZPO(”i)Z 2R w)R () 2R (u)P(u) a, > B(u)y
YRu)R(w)  YRw)  YRw)Pw)|x| & |=| R u)y
SEW)AwW) TRWRE)  TRw) | \e) (Xhw)y
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Le systéme matriciel s’écrit donc :

; 303 13 29 2 S8 (13) (17
432, 2 a, 743 1205 525 | 2 116 | (0 1466
3 55 21 23 52 85 44 23 275
== g = = | — — x| = |=| == |=]0.9418
4 16 128 8 1205 281 969 8 292 5 8787
5321 231 V47| B S8 44 649 | 1497|783 ) AT
3 128 1024 64 525 969 1454 64 272
p=2 p=3 p=4
/ / : v
. | . / N /
N ! B ~ i & Y ~ i &
ap = 0.1466 ap = 0.1989 ap, = 0.1991
a; = 0.9418 ar = 0.8195 ar = 0.8194
a, = 2.8787 a, = 2.8219 a, = 2.8228
as; = 0.2335 as; = 0.2336

as = —0.0017
Sil'on calcule f (x) on retrouve un résultat obtenu dans un exercice précédent.

1= o) (o) T )
17 275 1( 1)+ 783 1 (3(x_1)2_1)
T116 292 4 2727216

_ 23186927 96677 2349 ,

18426368 317696 8704

=—1.2584 - 0.3043x +0.2699x

Polynémes de Tchebycheff : ce sont des fonctions de x définies sur I’intervalle [—1,1] satisfaisant les propriétés
suivantes :

1. T, (x) est un polynéome en x de degré p qui contient seulement des puissances impaires de x si p est
impair et seulement des puissances paires de x si p est pair.

2. T,(1)=1, Vpe N,

3. T,(x) et T (x) sontorthogonaux sur l'intervalle [~1,1], c'est-a-dire que :

7 pourp=¢qg=0 m pourp=¢g=0
II—TP L) 4217 pourp=q20 ou X7, (x)7, () =12 pourp =g #0
-1 ll_xz 2 i=1 pee 2

0 pourp#ygq 0 pourp#gq

Les polynomes de Tchebycheff peuvent étre calculés par la relation de récurence 7, (x)=2xT,(x)-T,  (x). Les

premiers sont 7, (x)=1, T,(x)=x, T, (x)=2x" -1, T,(x)=4x" -3x, T, (x) =8x" —8x’ +1, etc. La méthode est
exactement la méme que pour les polynémes de Legendre.

Séries de Fourier : les fonctions sinus et cosinus sont aussi des fonctions orthogonales qui sont souvent utilisées
pour modéliser des séries temporelles (time series analysis), par exemple des cycles horaires, journaliers, annuels
de phénomeénes naturels (température, éclairement solaire, flux de chaleur dans le sol, etc.) La fonction d’ajustement

27 x . .
s’écrit f Za cos{ ]+b sin [—j ou les termes a; et b; sont les amplitudes et les termes c; sont les
C.

i

périodes des données.

d) Analyse de surfaces polynomiales théoriques

La régression polynomiale forme aussi la base de la méthode la plus simple d’analyse spatiale : 1’analyse des surfaces
théoriques (trend surface analysis). Cette technique consiste a modéliser la distribution spatiale d’une variable
dépendante z a 1’aide d’un polynéme de coordonnées x et y des observations. L’idée est d’estimer la valeur d’une
variable sur la base de sa localisation. La technique est la méme que celle de la régression polynomiale :
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Alordre 1 : f(x,y)=a,+ax+a,y

ATlordre 2 : f(x,y) =a,+ax+a,y+a,x’ +a,xy+ay’

Alordre3: f(x,y)=a,+ax+a,y+a,x’ +a,xy+asy’ +ay’ +a,x’y+axy’ +a,y’

On peut construire des polynomes d’ordre supérieur mais le nombre de paramétres devient rapidement trés élevé, ce qui

interdit 1’usage de telles équations sur de petits échantillons. L’exemple suivant qui est une interpolation spatiale
servira a illustrer notre propos.

Ex: La concentration en un polluant (z exprimée en ppm) a été mesurée en sept points de mesures localisés par
leurs coordonnées spatiales x et y. Le but est d’estimer la concentration au point M, situé a la position
(65,137) par différentes méthodes.
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1 2 3 4 5 6 7 - ICY
x; 61 63 64 68 71 73 75 ol 47 n "
yi 139 140 129 128 140 141 128 .
z; 477 696 227 646 606 791 783 125
dy 447 3.6l 8.06 949 6.1 894 13.54
1.0 207
e Contouring par triangulation : cette méthode consiste a établir " . “a
I’équation du plan z =a, +a,x+a,y formé par les trois points

125 L L L L L L L
B0 B2 B4 b6 68 70 72 74 76

encadrant celui a estimer. Une triangulation de Delaunay montre
que M, est encadré par les trois points M,, M3 et M; si bien qu’on peut établir le systéme de trois équations a
trois inconnues suivant dont la solution unique est calculée par :

a, +63a, +140a, = 696 1 63 140) (aq, 696 a, -4421.16
a, +64a,+129a, =227=|1 64 129 |X| a, |=|227 |=| q, |=| -11.25
a, +71a, +140a, = 606 1 71 140) \a, 606 a, 41.61

Onadonc z=-4421.16—-11.25x+41.61y et z, = 548.7 ppm.
e Interpolation polyndmiale : on cherche une fonction de la forme f (x, y) = i a,f; (x, y) oules f; (x, y)
J=0 ‘

sont des fonctions élémentaires de x et y : 1,x, y,xy,x*,)°,... Pour des interpolations locales, il est préconisé
de se limiter a une fonction de la forme f(x,y)=a, +a,x+a,y+a,x’ +a,xy+a;y” mais cette formulation

peut étre beaucoup plus complexe pour des analyses a I’échelle de la Terre par exemple. En posant cette
équation pour les sept points de mesures on obtient le systéme matriciel suivant que 1’on résoud par la
méthode des moindres carrés :

1 61 139 61> 61x139 139? 477 312866.05
a a .
1 63 140 63° 63x140 140° 0 696 0 $73.18
a a .
1 64 129 64> 64x129 129° ‘ 227 !
, 5 a, a, —5123.24
1 68 128 68 68x128 128 646 = s
a a —4,
1 71 140 71> 71x140 140° } 606 3
2 2 a, a, —-1.85
1 73 141 73* 73x141 141 791
, L | g a 20.29
1 75 128 75% 75x128 128 783

On a donc z; = 111.94 ppm... ce qui n'est pas trés réaliste. Conséquence : cette technique, bien adaptée a des
champs dont les variations sont réguliéres, peut s’avérer médiocre selon les fonctions de base choisies.

IV.3. Ajustement a une fonction quelconque

Considérons une fonction mathématique f'de p parametres 6,,...,6, . Jusqu'a présent, nous avons choisi des fonctions

, . . . e, . . . L, e, . 2 N
s'écrivant comme des combinaisons linéaires de 6,,...,8, si bien que les dérivées partielles du y~ par rapport a

-0,
6,,...,0, formaient un syst¢tme d'équations dont la solution était immédiate. Si f est quelconque, cette approche n'est
plus valable. Nous allons appliquer la méthode de quasi-Newton qui consiste a linéariser la fonction & minimiser. Pour

cela, on écrit le développement en série de Taylor au second ordre de x2 en ©° = (1910,95) L -,62) :
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P | 9%

2 (6:0,-50,) =2 (6,606, )+ é(a ‘90)(9;;] (o05.+0,)+ 5élél(af_a?)(6 ao)aega,c(g‘o’gf’m’
B p ﬁzz 1 2 »r 32;{’2
—752|@0 +jZ::1(aj _aj))o"ﬁj o +ZZ‘”§1(QJ _6/('))(0 60)0')0 30

En posant 66, =6, - 6;’ , x* s'exprime directement linéairement en fonction des 96; :

2,2
+lp§ 50,60, 2%
$ 90,96,

j=lk=1

| +25¢9 8

2 (6.6,.....6,) = 2%

6 )

On applique alors la méthode des moindres carrés en annulant les dérivée partielles de % par rapport & chacun des

paramétres. Prenons le cas de 6, :

Pl =200 ) > 27,

tm %] a-mZ] o-)Z] to-mZ] ~ltw %] |2

Efam ) <la-a)fo-a)ghy - %)z, OO A
a%[éééj "%GJZ {(a_m)a{;glz@049;92)%@0+...+(¢9p—9§)0§§;p@J ﬁl f;;a;

On fait de méme avec 6,,0;,...,0, et on obtient le systeme d'équations suivant :

%_% 82 2 _0 i 82;{2 __aZZ
801 801 o0 1:1 / 30 39 @0 Jj=1 / 8986’ @0 891 o0
2 2 2,,2 2,,2 2

o _9x +z§e, A2 i&aj x|
0, 96, 70,00, o0 = 12 76,00, o0 96, |0
812 _aZZ f: 82 2 _O §:§0 aZZ2 _ a/,t,z
6, 96,|, i % 96,06,| , = 96,00,|, 96,
On peut écrire ce systéme sous forme matricielle :
82;(2| 32 | 'y’ oy
90 |, 9696|4 6,00, , 26, |0
92 oy | 9y 6, oy
6.
90,90, 90, |, 96,00,| o |x| > |=~| 96, |40
: : 50,
82;(2 82;(2 | 82,}{2 axz
9,06, , 30,06, 8 |, 96, |40

et donc la solution © = (6,,6,,--,6, ) s'écrit :
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82}(22| 82}(2 | 82/1’2 %
, . 0791 o 40,00, o 36’@917 o 20, o
91 610 P 32}[2| oy o
2 :2 _ 0702301 o 3022 o 30239p o | X 892 o |= 0=0"°" _H*1|®0 XVZZL)O
0,) \0, ' .

82}(2 82}(2 | 82/1’2 oy

20,00, , 30,00,| , 96 90, oo

¢S] P o r le°

La matrice des dérivées partielles notée H est appelée matrice Hessienne : c'est une matrice carrée et symétrique
d'ordre p. Le vecteur des dérivées noté Vy~ est le vecteur gradient de dimension px1. En général un seul calcul n'est

pas suffisant pour trouver la solution et il faut procéder par itérations successives. On part d'un jeu de variables initial

e’ = (910,95) L -,02) et on calcule ©' = (011,95,- . -,0}, ), etc. jusqu'a ce qu'un test de convergence soit vérifié.

Références

Arbenz K., Wohlhauser A. (1996), Analyse numérique, Presses Polytechniques et Universitaires Romandes, 84
pages.

Bevington P.R., Robinson D.K. (1992), Data reduction and error analysis for the physical sciences, McGraw-Hill,
328 pages.

Borse G.J. (1997), Numerical methods with MATLAB: A resource for scientists and engineers, PWS Publishing
Company, 640 pages.

Huré J.-M., Pelat D. (2002), Méthodes numériques : éléments d’un premier parcours, Cours du DEA
« Astrophysique & Méthodes Associées », 110 pages.

Isaaks E.H., Srivastava R.M. (1989), An introduction to applied geostatistics, Oxford University Press, 561 pages.
Middleton G.V. (2000), Data analysis in the Earth sciences using MATLAB, Prentice-Hall, 260 pages.

Press W.H., Teukolsky S.A., Vetterling W.T., Flannery B.P. (1992), Numerical recipes in Fortran - The art of
scientific computing, Cambridge University Press, 963 pages.

Quarteroni A. (2000), Méthodes numeériques pour le calcul scientifique — Programmes en Matlab, Springer, 444
pages.

Viot P. (2003), Méthodes d’analyse numérique, Cours du DEA « Modélisation Dynamique et Statistique des
Systemes Complexes », 108 pages.

27



