Licence STEP L2 Module Physique pour |es géosciences $4
Mécanique des solides et des planétes

M S8: Exercices du 19 mars 2007

2007MS8F1 :

La période des petites oscillations du pendul e physique de masse M est:

T=o27 |1 (1)
Mgd
Quand on gjoute la petite masse m, on obtient un nouveau pendule physique caractérisé
par une masse M'=M+m, un moment dinertie J=I+mx’ et un centre dinertie situé a une

distance d' de l'axe A telle queM’d’—Md+mx La période devient 7" donnée par:
2
M gd - ‘)

Expérimentalement, on connait M, m, x; on peut mesurer T et 7". On peut donc écrire;

ngMd 1

- 4 _ (3)
g(Md + mx) =I+mx’°

T'=2r

Ar®
et diminer d:

12 12

TZ 42

gmx = I +mx?, (4)

(5)

On pourra faire la mesure de 7" pour différentes valeurs de x et vérifier que le moment
d'inertie/ obtenu en appliquant (5) reste stable.
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2007MSS8E2 :

Le moment d'inertie d'une plaque carrée de masse M et d'aréte a par rapport a un plan
meédian perpendiculaire ala plague et paralléle a un coté est / =Md?12. Le moment dinertie /,
par rapport a l'axe perpendiculaire a la plague passant par le centre d'inertie est la somme des
moments d'inertie de deux plans perpendiculaires se coupant selon cet axe, soit /=21 =M.

Quand la plague devient une barre fine, son moment d'inertie par rapport a l'axe devient
L,=Ma’/12. Pendant cette transformation, le moment cinétique est conservé. On a donc
Liw=Lw; ou w; est lavitesse angulaire de rotation de la plague et w; celle de la barre fine. On

adonc m:= w:l1/1,=2w,;. Labarrefine tourne deux fois plus vite que la plague car son moment
d'inertie par rapport al'axe est deux fois plus petit!

2007MS8E3 :

mg

A I'équilibre, la somme des forces agissant sur le mobile est nulle. Ces forces sont son
poids, la force dinertie dentrainement, qui est horizontale, et la réaction du plan qui, en
I'absence de frottement, est normale a la calotte sphérique. Projetons ces forces sur la droite
d'intersection du plan vertical et du plan normal ala calotte sphérique. On aaors:

mgsind = F, coso, (6)

ou g est I'angle avec la verticale de la droite joignant le point de contact au centre de la sphére
et F. lemodule de laforce dinertie d'entrainement. On a
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F,=mQ’HM = mQ?Rsing . (7)
En reportant dans (6), on obtient:

g =Q%Rcosh. (8)
La position d'équilibre vérifie donc:
g
cosO = X 9
Q%R (9)

Quand la vitesse angulaire devient trés grande, |'angle tend vers 90°, le mobile se retrouve
plaqué contre I'extérieur de la cal otte sphérique.

2007MS8E4 :

Quand on va poser latoupie sur sa pointe, elle va effectuer un mouvement de précession
dans le méme sens que sa rotation propre, avec une vitesse angulaire donnée par (cf chapitre 5
équation 5.30):
. Mgd
Co,’
ou M est sa masse, C son moment dinertie par rapport a son axe de rotation propre, w, la
vitesse de rotation propre et d la distance entre |le point de contact et e contre d'inertie.
Utilisons les résultats de I'exercice MS4E4. On a
3 3

(10)

d="h & C=-—MR?, (11)
4 10
ou 4 est lahauteur du cbne et R |e rayon de sa base. On obtient:
3
. Mg b 5y, 5x10x01 25 4 (12)
P78 e 2R, 2x25x10°x2xax20 1
10 7
La période de précession P est donc:
2t 2rn*?
P=—=—"—-=0.8 tours par seconde (13)
[0} 25
2007MSSEI1C :
Z
Y
—>
X <>
a
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Considérons un cube homogene de masse M et de coté a. Sa masse volumique est
p=M/a’. Le moment d'inertie par rapport al'axe Ox sécrit:
Ly = [[[pv? + 2°Jaixavaz =p [ﬂjydedeZ +|] jzdedeZ]

Ajelieiel o] o

3 3
:Ais axa—xa+axaxa— :gMa2
a 3 3 3

et les moments d'inertie par rapport aux axes QY et OZ sont identiques a celui-ci par symétrie.
Le premier produit d'inertie sécrit:

Iy = j j j pXYdXdYdZ =p [j j j XYdXdeZ]= pKleX}@ YdYJ(J: dZH

2 2

M 4 x8 xal= 1Ma2

2 2 4

et les autres produits d'inertie sont aussi égaux a celui-ci. La matrice d'inertie par rapport a un

coin O du cube s‘écrit donc:

(15)

3
a

(16)

2007MS8E2C :

Comme précédemment, |a période des petites oscillations du pendule physique de masse

M=3m est:
T=2r |1 (17)
3mgd
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La distance d entre |'axe et le centre d'inertie est égal a 2/3 de la hauteur du triangle soit
d =2h/3=al~/3. Le moment dinertie du systéme par rapport a l'axe A est I=2ma’. On a

donc:
2ma’® 2a
T=2 /— =2 /— 18
" \3mga 4 V3g (18)
2007MSSE3C :

L'expression de la vitesse de précession de I'axe de rotation de la Terre due ala Lune est
(cf chapitre 5 équation 5.32):
~3GM, C—A4cosb

19
2d,> C o (19)

ou M; est la masse de la Lune et dy; la distance Terre-Lune. On peut éiminer ces deux
guantités en faisant apparaitre la période 7; de rotation de la Lune autour de la Terre. En effet,
d'apreslatroisiemeloi de Kepler, on a

d,’  GM,
= , 20
TL2 4r? (20)
qui peut Sécrire:
G 472
3 2 (21)
dTL TL MT
On adonc:
__34n°M, C-Acosd . ,1C-Acos) | 2a" C=A cosd (22)
2T°M, C o, 81 C w,7° | 21 C of°
2007MSSEA4C :
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Faisons le bilan des forces agissant sur |’ensemble du chariot et des roues : e poids total

d0 & la masse totale M+4m et les réactions Rdu plan sur chague roue, dont la composante
tangentielle aun module 7. Ecrivons le théoréme de la quantité de mouvement projeté sur I’ axe
Ox paraléle au planincliné et dirigé vers le bas:
(M +4m)a=(M+4m)gsing —4T, (23)
ou a est I’ accélération du centre d’ inertie du systéme.
Considérons maintenant les forces agissant sur chaque roue. Chague roue subit son poids,

laréaction R' del’essieu et laréaction R du plan incliné. Appliquons a la roue le théoréme du
moment cinétique par rapport au centre de laroue, on obtient :

—mr*—=rT, (24)

ou w est la vitesse angulaire de la roue. Seul le moment de la composante tangentielle de la
réaction du plan joue. Les autres forces ont un moment nul par rapport au centre de la roue.
Dans le cas du roulement sans glissement, on peut en outre écrire :

do a
—=—. 25
dt r (25)
On obtient donc, a partir de I’ équation (24) :
%ma =T, (26)
puis, en reportant dans I’ équation (23) :
(M +4m)a =(M +4m)gsing —2ma . (27)
Soit :
M+4m .
= sing . 28
‘ M+6mg (28)
Avec huit roues, on obtient :
M +8m .
=————gsné. 29
: M+12mg (29)
2007MSS8ESC :

La période des petites oscillations du pendule complet autour de |’ axe 1 s écrit:

L=2r | (30)
(M +m)gD,

ou /; est le moment d'inertie du pendule complet autour de I’axe 1 et D, la distance entre son
centred’ inertie et cet axe. On a:

(M +m)D, = Md, + mx . (31)
D’ autre part, on a:

I =J,+mx’, (32)
ou J; est le moment d’inertie du socle par rapport a |I’axe 1. Celui-ci peut s écrire, gréce a la
relation de Steiner-Huygens, en fonction du moment d’inertie J; par rapport al’ axe paraléle a
1 et 2 passant par G:

Jy=J,+Md?. (33)
Onadonc:
sz - Jo +Mdf+mx2_ (34)
4r Md, + mx
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De méme, la période des petites oscillations autour du deuxiéme axe s écrit:
T, Jg+Md,+mld—xf J,+M(d-d,) +m(d-xf

= 35
478" Md, +mld —2) M(d—d,)+m{d—) (35)

Cherchons une position xy de lamasselotte telle que 7;=7>. On auraalors :
J o+ Md,? + mxo’ _JG+M(d—dl)2+m(d —x, ) (36)

Md, + mx, M(d—d,)+m(d—x,)
Quand on a deux fractions égales, elles sont aussi égales a toute combinaison liénaire des
numérateurs et des dénominateurs. Ici, il seraastucieux defaireladifférence:
J + Md? +mxo’ 3 [JG +M(d— d) + m(d —X, )2]—[JG +Md] + mxozl
Md, +mx, [M(d—d,)+m(d —x, )|-[Md, +mx,]

.(37)
_ Md?-2Mdd, +md® - 2mdx, _
Md -2Md, +md -2mx,
On a aors une équation pour x,:
mxo —mdx, + J, + Md,? — Mdd, =0. (38)
qui auraune solution si et seulement s :
m’d®—4m(J, + Md,> —Mdd,)) > 0. (39)
Soit :
54’ +Md? —Mdd, | (40)

d
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La période des oscillations s écrit alors, d’' aprés |’ équation (37) :

T1=Tz=2ﬂ\/§ : (41)

elle ne dépend que de la longueur d. La période est donc indépendante des valeurs des masses
et de la connaissance du moment d’inertie du socle, ainsi que de la position de son centre
d’inertie.

2007MS8E6C :

On procéde comme dans I’ é&ude de la déviation vers I’est dans la chute libre (chapitre 5
section 5.5.3). On a donc le systeme d équations (5.71) pour les coordonnées X(1), Y(t) &t Z(t)
du mobile dans le repére tournant:

X=0
Y =-2QcosAZ . (42)
Z=-g
Cettefois, cependant, les conditions initiales sont différentes. On a:
Z=V,-gt, (43)

ou ¥ est lavitesse de lancement du boulet vers le haut.
En reportant dans la deuxieme équation (42), on obtient :

¥ = -2Qcos AZ =—2QcosA[V, — gt], (44)
soit, en intégrant :
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Y = -2Q cosAZ =—ZQCOSJ,[VOt—%gt2} (45)

Y=—QCOS/1{VOt2—%gt3:| (46)

Soit Y; laposition du point ou retombe le boulet. On a:

2 3
v, =7 (%%) = —Qacosy. VOVO—Z—lg(ﬁj - (47)
g g” 3\¢g
Le boulet retombe donc al’ ouest !
Soit / la hauteur maximale atteinte par le boulet. On ah=V,"/2g et par conséquent :
3
3 3 2
2 2gh)2 2 2gh)2 22 2
Yl:——Qcosl%:——Qcosﬂﬂz—ziﬂcoslh—:—2Yo, (48)
3 g 3 g 3 g

ou Y, désigne la déviation vers I’ est d'un mobile I&ché sans vitesse initiale depuis la hauteur 7
(équation 5.76 du chapitre 5). Ains,
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