MECANIQUE DES SOLIDES ET DES PLANETES CHAPITRES

Chapitre 5
Dynamique de la rotation et applications
¢lémentaires a la Terre

Dans ce chapitre nous appliquons les théorémes décrits dans le précédent chapitre a un
objet en mouvement autour d un point fixe. Nous esquissons la physique de la précession en
faisant larelation entre le mouvement du gyroscope et le mouvement de I'axe de rotation de la
Terre. Ensuite, nous exprimons les lois de la dynamique dans un repere non-Galiléen comme
la Terre et nous terminons par trois conséquences de la rotation auxquelles on se trouve
souvent confronté dans les Géosciences : la variation de la gravité avec la latitude, la
déviation vers|'est et larotation du plan d'oscillation du pendule.

5.1 Dynamique de la rotation d'un solide autour d'un point fixe
5.1.1 Préliminaires : retour sur la relation de Chasles-Euler

Considérons (Figure 5.1) un solide en mouvement autour d'un point fixe O. Le
mouvement est rapporté a un référentiel Galiléen Oxyz. Soit @ le vecteur instantané de
rotation. Soit OXY Z un repére orthonormé lié au solide. Nous ferons en outre I'hypothése que
OXYZ est un repére judicieusement choisi, c'est a dire un repére principa dinertie. La
matrice dinertie est alors diagonale. Soient u, , u, €t u, lesvecteurs unitaires de ce repere.

Figure 5.1. Mouvement d"un solide autour d'un point fixe.

La relation de Chasles-Euler sapplique a tous les points du solide mais aussi a tous les
points du repére OXYZ qui est lié au solide, et donc aux points extrémités des vecteurs
unitaires. Ainsi les dérivées par rapport au temps des vecteurs unitaires peuvent sécrire :

di, . -
diuy _ =
.
u, . -
=0XU, . 51
dt Uy ( )
Wz _ oxd,
d
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Nous aurons besoin, pour le moment cinétique du solide d'une relation gqu'on peut

montrer de fagcon générale. Soit donc A un vecteur guel conque dépendant du temps et soient
Ax, Ay et Az ses coordonnées danslerepére OXYZ. Ona:
A= A, +Ayii, + Ayii, . (5.2)
Dérivons par rapport au temps :

%/I = Al + A, %ﬁx + Ayii, + A, %ﬁy + Ajii,+A, %ﬁz (5.3)
soit, en utilisant lesrelations (5.1) :
%2 A+ Al + A A BT, + A BT, + A@xd, (5. 4)
On obtient alors:
iz:(di] +oxA, (5.5)
e\ dt ),
oU On aposé:
dA . S
(zj = A, +Au, +Au,. (5.6)
R

Cette derniére quantité peut sinterpréter comme la vitesse relative de variation de 4
dans le repere mobile OXY Z. Ses composantes sont tout simplement les dérivées par rapport
au temps des composantes.

On peut auss faire apparaitre les composantes des vecteurs dans la relation (5.5) qui
devient :

J Ay 4){ Wy Ay
E Ay | = /'IY +| oy |%| 4y |, (5.7)
4, 4, Wy 4,
ou wy, wy, w; désignent les composantes de @ dans le repere mobile OXY Z.
Cette relation signifie que, dans un repére en rotation, les composantes de la dérivée

dun vecteur par rapport au temps ne sont pas simplement égales aux dérivées des
composantes de ce vecteur. |l y a des termes supplémentaires fournies par le produit vectoriel

OxA.
5.1.2 Les équations d'Euler

Nous pouvons maintenant appliquer le théoreme du moment cinétique par rapport au
point fixe O. Soit T, le moment de toutes les forces appliquées au solide. Dans le cas d'un

solide plongé dans un champ de gravité uniforme, nous avons vu plus haut que c'est le
moment du poids total appliqué au centre d'inertie. On aalors:

% 5, =T,. (5. 8)
D'apreslarelation (5.7) ci-dessus, on a:
J Oox Gox Wy Oox
7l %o | Goy || @y [X]| o0y |, (5.9)
Ooz Oz 2 Ooz

Cependant, comme on I'a vu au chapitre 3, il existe une relation simple entre le moment
cinétique et le vecteur rotation dans le repére principal OXYZ :
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Cox A 0 O0)ow, Ao,
ooy |=|0 B O0||w |=|Bo, |. (5.10)
(o 0 0 Clo, Co,
On adonc, en remplagant dans (5.9) :
J Oox Aoy Wy Awy Loy
” Ooy |=| Boy, |+| o, x| Bo, |=|T,, |. (5.11)
O oz Co, Wy Co, Lo,

ou I'ox, Toy, I'nz désignent les composantes du moment total des forces dans le repére mobile.
On obtient donc les trois relations suivantes :
Aoy +(C-Bw,0, =T,,
Bw, +(4-Co,0, =T,, (5.12)
Co,+(B-A)o,0, =T,,
gu'on préfere toutefois présenter sous laforme suivante :
Ao, = (B-Cow,0,+T,,
Bw, =(C-Aow,0, +T,, (5.13)
Co,=(A-B)o,w,+T,,
Ce sont les équations d'Euler. Elles définissent I'évolution temporelle du vecteur
rotation d'un solide soumis a des forces extérieures. 1l est facile de sen souvenir. Dans la
premiere ligne, les moments d'inertie principaux 4, B et C apparaissent dans |'ordre, ainsi que

les composantes du vecteur rotation. Les autres composantes sobtiennent alors par
permutations circulaires.

Il nest en généra pas simple de résoudre ce systéme d'équations différentielles
couplées. |l existe cependant un cas simple, le cas d'une toupie symétrique (A4=B) quand le
moment des forces extérieures est nul. On dit alors qu'on a une toupie libre. On peut aors
résoudre simplement les égquations d'Euler, comme le mirent en évidence Euler puis Poinsot.

5.2 La toupie symétrique libre : Le probléme d'Euler et Poinsot'

Dans le cas de la toupie symétrique libre, les équations d'Euler s'écrivent :
Ao, =(4-C)o,0,
Ao, =(C-A)w,0, (5.14)
Cw,=0

La troisieme équation nous indique que la composante @z est constante dans le temps.
Posons alors:

_C-4
A

O ®, (5. 15)

qui donc est une constante.
Les deux autres équations peuvent alors sécrire :

{cbx =—Quo,
. (5. 16)

On adlors:

! Cette partie 5.2 sur la précession de latoupie libre est donnée pour référence ultérieure. Elle ne figure pas au
programme de I'examen en L2.
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b, =-Qwn, = Q%v, (5.17)
On connait |es solutions de cette équation, par exemple::
o, = @’ CoSQ (5.18)
et onaalors, d'apres (5.16) :
1. .
o ==3 =0 x SinQ (5. 19)

Le vecteur rotation décrit, au cours du temps, dans le plan horizontal OXY, un cercle de
rayon o’y (Figure 5.2). Le rayon de ce cercle est fixé par les conditionsinitiales. Ce cercle est
décrit dans le sens trigonométrique si C>4 (£2>0) et dans le sens des aiguilles d'une montre si
C<4 (2 <0). Dans le repére OXY Z (Figure 4.13), le vecteur rotation décrit un cbne autour de
I'axe OZ. On observe donc, dans le repére mobile, un mouvement de précession autour de
I'axe de symétrie de la toupie. On appelle ce mouvement apparent dans le repére mobile la
précession Eulérienne.

Z

A

N4

@

Y

Figure 5.2. La précession Eulérienne de latoupie libre.
Pour la Terre, on a une vitesse angulaire de rotation dont I'amplitude est de un tour par
jour. LaTerre est |égérement aplatie aux poles, et on a approximativement :
C-4_1
A 298
ce qui donne, conformément alarelation (5.15), Q del'ordre de 1 tour tous les 298 jours.

On observe effectivement gue |'axe instantané de rotation de la Terre ne coincide pas
exactement avec son axe principal dinertie OZ mais fait avec celui-ci un angle d'environ 0.3"
d'arc. On sattend donc a observer une précession Eulérienne, dite aussi polhodie Eulérienne
de I'axe de rotation de la Terre, c'est-&dire que I'axe de rotation tourne autour de I'axe de
symétrie dans | e sens trigonométrique avec une vitesse angulaire de 1 tour par 298 jours. Si on
se plagait au pole, I'axe de rotation se situerait a une distance d'environ 10 m et on le verrait
tourner autour du pdle avec cette vitesse de rotation (Figure 5.3).

On observe bien un tel mouvement en faisant des visées par rapport aux étoiles (Figure
5.4), mais il est plus complexe qu'une précession réguliere. Ce mouvement comprend
effectivement un terme périodique, qu'on appelle oscillation de Chandler, dont |a période est
environ 14 mois mais varie dans le temps. Cette observation remarquable fut effectuée vers
1891 par Seth Carlo Chandler (1846-1913) un astronome amateur de grand talent! On observe
auss d'autres contributions : un mouvement annuel, une dérivée lente continue du pole vers le
Canada et des variations plus irrégulieres. Ces mouvements, et en particulier le fait que la

(5. 20)
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période de Chandler n'est pas 300 jours comme prédit plus haut, intriguerent longtemps la
communauté scientifique et ne furent compris que récemment. Le traitement d'Euler et
Poinsot que nous avons évoqué plus haut est trop simpliste. La Terre n'est pas tout a fait une
toupie symétrique, elle n'est pas tout afait rigide. En outre, elle n'est pas isolée dans I'espace.
Le moment des forces extérieures n'est pas nul, et nous allons voir dans les paragraphes
suivants comment améliorer notre connaissance du mouvement des solides et comment
I'appliquer a notre planéte Terre, objet particulier de notre attention dans les Géosciences.
Commencons par éudier le mouvement du gyroscope autour d’ un point fixe.

2004).
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Coordonnee Y vers Quest (' arc)

Coordonnee X vers Greenwich

Figure 5.4. Mesures expérimentales de la variation dans le temps de la position de I'axe de
rotation de la Terre (Données IERS, Service International pour la rotation terrestre et les systémes de
référence).
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5.3 La précession de la toupie pesante

5.3.1 Moment des forces appliqués a la toupie pesante

Figure 5.5. Toupie pesante posée sur un point fixe.

Considérons (Figure 5.5) le mouvement d'un gyroscope quelconque autour d' un point
fixe O. Soit M sa masse et soit d la distance entre le point O et le centre d'inertie G du
gyroscope. Comme précédemment, nous alons écrire le théoreme du moment cinétique.
Faisons le bilan des forces : il y a les poids de chague élément du solide et, au point de

contact, laréaction R du support. Le moment I',,  des forces extérieures se limite au moment
des poids qui, comme nous |’avons vu au chapitre 4, est le moment par rapport a O du poids
total Mg appliqué au centre d’inertie:

T, =0Gx Mg . (5.21)

Ce vecteur est horizontal, perpendiculaire au plan vertical contenant les points O et G
(Figure5.5), et son amplitude est :

I, =dMgsing, (5.22)
ou 6 est, comme dans le chapitre 3, I’angle entre I’axe de symétrie du gyroscope €t la
verticale. On remargque que le vecteur 1:0 est aligne avec le vecteur unitaire u, defini au
chapitre 3 et donc on peut aussi écrire :

I, =dMgsinbii, . (5. 23)

Les trois composantes du moment des forces dans le repére lié au solide OXY Z peuvent
donc étre exprimés en fonction des angles d Euler :
ox | dMgsinécosy
[, =, = dMgsinfsiny . (5.24)
r,, 0
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Les équations d’ Euler (5.13) s écrivent dors:
Ao, =(B-C)w,0, +dMgsino cosy
Bw, =(C-A)w,0, —dMgsinfsiny (5.25)
Co, =(A-B)o,o,
avec (voir chapitre 3) :
o, =@sinfsiny +6 cosy
@ =|w, =¢psinfcosy —Osiny . (5. 26)
®, =y +@Ccosh
Ces équations sont en général difficiles a résoudre anal ytiquement. Cependant, pour nos

besoins, nous allons considérer maintenant une situation plus particuliere, le cas d' une toupie
symeétrique en rotation propre rapide, pour laquelle une solution simplifiée peut étre trouvée.

5.3.2 Précession de la toupie symétrique pesante

Dans le cas de la toupie symétrique, on a A=B. La premiére conséquence est que,
d apreés (5.25) :

Cw,=0. (5.27)

La composante du vecteur vitesse suivant I’axe de symétrie du gyroscope demeure
constante. Si on fait en plus I hypothése que le gyroscope est en rotation rapide, et donc que
v est grand devant ¢, on peut dire que wz correspond a la vitesse angulaire de rotation
propre. L’ amplitude du vecteur moment cinétique est alors C wz.

D’ autre part, nous admettrons ici qu’ on peut aussi montrer que, dans le cas de la toupie
symeétrique, la nutation est négligeable devant la précession. Or, dans le cas d’ un mouvement
de précession pure, il est facile d’ exprimer directement la valeur de la dérivée par rapport au
temps du moment cinétique o, par rapport au point O.

dt

A i;i:gb;ZxZ

—_—
pu, pu,
Yy
O¥---mmmmeo - >
7
/'/
X ,’/ s
s 4
X X

Figure 5.6. Variation dans le temps dun Figure 5.7. Précession du moment cinétique
vecteur en précession autour de |'axe Oz. du gyroscope en variation rapide.

Considérons en effet (Figure 5.6) un vecteur 4 quelconque animé d'un vecteur de
rotation instantané de précession pure ¢u. . Larelation de Chasles-Euler dit que:

d - -
ZA=ou x A. 5.28
5 A= P ( )
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On voit donc que le vecteur dérivée de A par rapport au temps est perpendiculaire au
plan vertical contenant A4, le long du vecteur u,,, et son amplitude vaut p4sind ou A est le

module du vecteur 4 et 01 angle entre 4 et laverticale Oz.
Appliquons ceci au moment cinétique o ,,. Sa dériveée par rapport au temps est donc un

vecteur lelong de u,, et d’amplitude ¢ C wzsing :

d . . o
d—100=(pCa)ZS|n0u¢. (5.29)
Mais, d aprés le théoreme du moment cinétique, cette dérivée est aussi le moment des

forces qui, nous I'avons vu plus haut, est aussi le long de i, avec une amplitude
I, =dMgsing .

On a donc une expression approchée, obtenue en négligeant la nutation, de la vitesse de

précession de la toupie symétrique pesante :
o=Med (5. 30)
Co,

Cette expression indique que quand la rotation propre est positive (rotation dans le sens
trigonomeétrique), la précession est aussi positive. La forme de cette relation est cependant
surprenante. On constate en effet que cette vitesse de précession de dépend pas del’angle 6 et
est inversement proportionnelle a la vitesse de rotation propre. On remarque bien
expérimentalement que, quand le gyroscope raentit, sa vitesse de précession augmente !

Maintenant que nous avons éucidé la précession du gyroscope, nous alons nous
pencher sur la précession de I’ axe de rotation de la Terre.

5.4 Vers une compreéhension de la précession des équinoxes

5.4.1 Moment des forces gravitationnelle appliquées a une planéte

A
!
[
[
[
[
[

z

Figure 5.8. Planéte ellipsoidale tournant autour d'un astre éloigné.
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Considérons (Figure 5.8) une planéte qui subit laforce d’ attraction gravitationnelle d’un
astre que nous supposerons ponctuel, de masse M;, situé sur une orbite circulaire a une
distante 9. Nous supposerons que la planéte n'est pas sphérique mais un €lipsoide de
révolution |égerement aplati dont nous avons exageéré la forme dans la Figure 5.8. Soient 4 et
C les moments d'inertie principaux de cet ellipsoide. Soit 0 I’angle entre |’ axe de rotation
propre de la planéte et |a perpendiculaire au plan de I’ orbite de la planéte autour de |’ astre.

On concoit intuitivement que, a cause de cet aplatissement, I’attraction de I’astre
lointain sur les différentes parties de la planéte produit un moment non-nul. Les forces
d attraction de I'astre tendent en effet & ramener I'axe de symétrie de la planete
perpendiculairement au plan de I’orbite. C'est assez intuitif : les forces dattraction vont
sexercer plus fortement du coté bombé de la planete du coté de |'astre et ainsi tendre alafaire
basculer. Cet effet peut se calculer rigoureusement mais nous nous contenterons ici d'une

approximation.

Nous supposerons en effet que la période de rotation de la planéte autour de I’ astre est
courte par rapport au mouvement de précession. Dans ce cas, on peut se contenter d’ estimer
I’effet moyen de I'astre sur la planéte en nous plagant dans le repére barycentrique de la
planéte (Figure 5.9). Dans ce repéere, |'astre lointain décrit une orbite circulaire autour de G et
on peut moyenner |'effet de |'astre sur une rotation compléte. On peut alors montrer que le

moment moyen lf des forces d' attraction de |’ astre par rapport au centre d'inertie G de la

planete s écrit :

3GM,
21*03

Ce moment tend a ramener |'axe GZ parallelement al'axe Gz (Figure 5.9). On constate

dans larelation (5.31) que, pour une planete sphérique, (C=A4), aors le moment des forces di
al’astrelointain est nul.

C—-A)sinfcosb i, . (5.31)
¢

5.4.2 Expression de la vitesse de précession de [’axe de rotation d’une planéete

Si, comme précédemment pour la toupie pesante, nous faisons |’hypothése d'une
rotation propre rapide et que nous négligeons la nutation, nous pouvons, comme
précédemment dans le cas de la toupi e pesante, appliquer le théoreme du moment cinétique en
identifiant I’expression (5.31) avec la dérivée par rapport au temps du moment cinétique
(5.29). On obtient alors |’ expression de la vitesse de précession :

3GM, C - A cosH
21K C w

Le signe moins dans cette relation est bien conforme d'une part a ce qu’ on pouvait
S attendre a partir du gyroscope et d’ autre part aux observations. Pour la Terre, on a bien une
précession des équinoxes rétrograde ! Le gyroscope nous avait donné une piste pour ce signe.
En effet, pour le gyroscope (Figure 5.10), laforce (son poids) tend a abaisser I’ axe de rotation
alors que, dans le cas des planétes, | attraction de I’ astre tend a le relever, et donc doit bien
produire une précession de signe contraire. Ce qui Sse passe sur une table avec un gyroscope
nous fournit bien un analogue instructif du phénomeéne planétaire.

On constate auss en regardant la relation (5.32) que, comme pour le gyroscope, la
vitesse de précession est inversement proportionnelle a la vitesse de rotation propre mais que,
contrairement au gyroscope, |I’angle @ intervient explicitement.

Larelation (5.32) permet d’ autre part d’ aller plus loin. Appliquons-laen effet ala Terre
et verifions s la prédiction fournie par (5.32) fournit un ordre de grandeur correct du
phénomene de précession des équinoxes.

(5.32)
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La précession est
rétrograde

7 L"action des forces subies par
7 I'astre lointain tend a ramener
I'axe de rotation propre
perpendiculairement au plan
de I'orbite.

Figure 5.9. Précession de I'axe de rotation d'une planete subissant I'attraction d'un astre.
- La précession est
directe

L'action du poids tend
a écater l'axe de
rotation propre de la
verticale.

Figure 9.10. Précession de |'axe de rotation de |a toupie pesante.
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5.4.3 Application a la précession des équinoxes

Cherchons I’ ordre de grandeur de la précession de I’ axe de rotation de la Terre due au
Soleil. On obtient :

6.67x10 " x2x10¥ 1 0.92
(L5x10"]  306( 27
86164

ce qui correspond a une période d environ 80 000 ans.
Cherchons I’ effet dii ala Lune. Le rapport de I’ effet di ala Lune al’ effet di au Soleil,
d aprées larelation (5.32), sera dans le rapport des masses et I’inverse du rapport des distances

alapuissance 3, soit :

3

M, (@] | (5.34)
M@ dTL

ou M, estlamasse delalune, M, lamasse du Soleil et d;, ladistance Terre-Lune, soit,

numeriquement :

I

@ g ~ 25x10%25%, (5.33)

3

~2. (5. 35)

7.3x10% (1.5x10°
2x10%* | 380000

L’ effet de la Lune sur la précession de |’ axe de rotation de la Terre est donc deux fois
plus fort que celui du Soleil. Lamasse de la Lune est faible par rapport a celle du Soleil, mais
elle est beaucoup plus proche de la Terre, e¢ comme on le voit dans la relation (5.32), la
distance joue avec la puissance 3, ¢’ est la Lune qui domine |la précession des équinoxes pour a
peu pres des deux tiers de I’ effet total, le Soleil assurant le troisiemetiers.

On peut montrer par des calculs plus poussés que cette analyse est correcte et qu’ on sait
bien rendre compte de |a précession des équinoxes par la mécanique Newtonienne.

Maintenant que nous savons rendre compte des principaux aspects du mouvement de
notre gyroscope et faire le lien avec le mouvement de |I'axe de rotation de la Terre, nous
alons conclure ce chapitre en étudiant quelques mouvements par rapport ala Terre, un autre
aspect de ladynamique qui est trés utile en sciences de la Terre.

5.5 Dynamique élémentaire dans un repére en rotation

Avant de discuter la dynamique des mouvements par rapport ala Terre, soit par rapport
aun objet en rotation, nous allons aborder le cas plus général d’un référentiel accéléré.

5.5.1 Cas général du repere accéléré

Considérons (Figure 5.11) un référentiel CXY Z en mouvement non rectiligne uniforme
(non-Galiléen) par rapport a un référentiel Galiléen Oxyz. Soit un point M de masse m

subissant une force appliquée F . Soient x, y, z les coordonnées de M dans le référentiel Oxyz
et X, Y, Z ses coordonnées dans le repére mobile CXYZ. On adonc::

{ OM = xii, + yii, +zil.
CM = Xii, + Yii, + Zii,
ou i ,u, dune part et iy,i,i, dautre part désignent les vecteurs unitaires de deux
référentiels.

(5. 36)
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Figure 5.11. Mouvement par rapport a un repere acceléré CXY Z et par rapport a un repere
Galiléen Oxyz.

La vitesse et I'accélération de M par rapport au référentiel Galiléen Oxyz seront dites
absolues et s écrivent :

~od = ..
v=—OM =xu, +yu, +zu,

dt (5.37)
d=—v=2Xiu_+yu, +Zi,

dt ’

tandis que la vitesse et |I'accélération de M par rapport au référentiel accéléré CXYZ, dites
relatives, s écrivent :
v = Xii, + Yii, + Zii
oo (5. 38)
a, = Xu, +Yu, +Zi,
Le référentiel CXY Z peut étre considéré comme un solide. Son mouvement, d aprés le
théoreme de Chasles-Euler, peut donc se décomposer en un mouvement de trandation (par

exemple le mouvement du point C) et un mouvement de rotation de vecteur instantané Q2. On
adonc, comme au début de ce chapitre :

diu, =
j£ Qxif
Uy = .
d =Qxu, . (5.39)
dﬁ:ﬁxﬁz
dt
Exprimons la vitesse absolue du point M en faisant apparaitre la vitesse relative:
OM =0C + CM = OC + Xii, + Yii, + Zii,. (5. 40)

On adonc:
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. d=— d—== d d a’q
VZEOM_d_OCJFXuXJFYUYJFZUZJFXduXJrYEuYJFZdt o (5.41)

soit, en utilisant (5.39) :
V=747 +QxCM (5. 42)
ou v, désigne lavitesse absolue du point C.
Cherchons maintenant |’ accél ération du point M :
d- d* d d d

— - d ~ s
azEv—;OC—quX-i-r +ZuZ+Xdux+YEuY+Zdtuz+E(QXCM) (5.43)

dont le dernier terme peut se développer :
{0 CM )= 0% O + G x“LCM =GO +0x[5, +0xCM) (5. 44)
On obtient donc:
=i +i +0x(OxCM)+ 205 +OxCM (5. 45)
ou a. désigne !’ accélération absolue du point C.

Ecrivons maintenant la deuxiéme loi de Newton pour le point M dans le référentiel
Oxyz :

mi=F (5. 46)
ou on peut faire apparaitre les quantités relatives :
mlg +a +QxlQx T )+ 20x5 + O CH )= F (5. 47)
qu’ on peut écrire :
md,,:ﬁ—mﬁc—mﬁx(ﬁxCTf)—Zmﬁxﬁr—méxCTf. (5.48)

On préfére souvent travailler avec les quantités relatives car elles sont référencées dans
le repére mobile ou nous nous trouvons, par exemple la Terre. Dans un tel repere, non-
Galiléen, on voit gu’ on peut encore écrire une deuxiéme loi de Newton si on tient compte de
forces supplémentaires qu’ on appelleraforces d'inertie :

mi, =F+F +F.+F,. (5.49)
Lapremiére de ces forces, notée 1:“ , est laforce d'inertie d’ entrainement :
Fo=—mi. -mOx(3x CM). (5.50)
Ladeuxiéme, notée F,. , est laforce d'inertie de Coriolis, du nom de I'ingénieur frangais
Gaspard Coriolis (1792-1843) :
F.=-2mQxV,. (5.51)
Latroisiéme, notée F, , est laforced’inertie d Euler :
ﬁE:—méxCTJ. (5.52)
On constate que cette force n’ apparait que pour des mouvements de rotation non-uniforme

(dépendant du temps).

II'y a de nombreuses applications de cette forme développée de la deuxiéme loi de
Newton dans le cas d'un référentiel non-Galiléen. Considérons, comme premier exemple, un
mobile de masse m qui glisse dans frottement dans une calotte sphérique en rotation a une
vitesse angulaire o (Figure 5.12). Placons-nous dans un repere attaché a la calotte, nous
pouvons par exemple imaginer que nous sommes assis quelque part dedans et que nous
regardons I’ évolution du mobile. Faisons I’inventaire des différentes forces. 1l y ad’abord le
poids mg et la réaction de la calotte qui, en I’absence de frottement, est aligné avec la

normae a la surface au point de contact. A ces forces appliquées s gjoutent les forces
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d’inertie, ou pseudoforces. La force d'inertie d entrainement est horizontale et dirigée vers
I’extérieur, on |'appelle habituellement la force d'inertie centrifuge. Son amplitude est,
comme nous |’ avions indiqué an chapitre 1, m<Xr ol r est la distance entre le mobile et I axe
derotation. Laforce d’inertie de Coriolis est perpendiculaire alavitesse et al’ axe de rotation.
Si, comme sur la Figure 5.12, la vitesse relative du mobile par rapport a la calotte est dirigée
vers le bas, aors la force de Coriolis est perpendiculaire au plan du dessin et dirigée vers la
feuille, opposée au lecteur. Quant a la force d’inertie d Euler, elle n’existe que s la rotation
dépend du temps. Imaginons que la vitesse de rotation et en train d’augmenter (Q>0). La

force d'inertie correspondante est alors perpendiculaire au plan du dessin et dirigée vers le
lecteur.

4

Figure 5.12. Point massif glissant sans frottement sur une sphére en rotation.

Nous verrons de nombreux autres cas en exercice, et on peut d' ailleurs éendre aisément
au cas du mouvement d’un solide dans un tel référentiel en mouvement. Dans la suite, nous
alons examiner trois applications qui reviennent de fagcon récurrente dans de nombreuses
situations rencontrées en sciences de la Terre.

5.5.2 Rotation de la Terre et force de gravité apparente

Revenons tout d’ abord sur le champ de pesanteur a la surface de la Terre. Nous savons
quelagravité g contribue au poids mg d un corps de massem. Revenons briévement sur son
origine qui est I’ attraction gravitationnelle de tous les points de la Terre.

Pour un objet a symétrie sphérique (Figure 5.13), on peut montrer que |’ attraction
gravitationnelle a une distance » du centre de la spheére est équivalente a la force d’ attraction
gu’ exercerait une masse ponctuelle située au centre de la sphere et de masse égale a toute la

masse contenue dans la sphére de rayon r. Ce théoreme a deux conséquences. Premiérement,
| attraction exercée par une distribution de masse a symétrie sphérique quelconque a toute
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distance r supérieure a son rayon R est égale a celle exercée par une masse ponctuelle de
masse égale ala masse totale de I’ objet. Ce théoréme permet aussi de trouver laforce exercée
al’intérieur de I’ objet. Deuxiémement, I’ attraction exercée par une distribution de masse a
symétrie sphérique dans I’ intérieur d’ une coquille creuse est nulle.

M

Figure 5.13. Gravitation d'une distribution de matiére a symétrie sphérique.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons considérer que la Terre est a symétrie sphérique
de rayon R. Laforce de gravitation exercée sur un objet de masse m a une distance »>R s écrit
donc :

mM , _

F,=-G at (5.53)
ou M7 est lamasse delaterre et i, laverticale du lieu, qu’ on peut écrire:

F, =—mgyji, (5.54)
avec:

g =GYr (5. 55)

Cette quantité g, vaut environ 9.80 m 52 pour »=6378 km (rayon équatorial). Si on
prend »=6357 km (rayon polaire), on obtient gy=9.87 m s?. Remarquons qu'a une atitude de
3000 m, a I'Equateur, par exemple dans les montagnes du Rwanda, la valeur équatoriale
devient g,=9.79 m s?. Des valeurs de g, calculées en tenant compte plus précisément de la
forme de la Terre, sont montrées en fonction de la latitude dans la Figure 5.14 ; elles sont
assez proches des valeurs ci-dessus obtenues en utilisant (5.55). On constate cependant que la
variation avec la latitude mesurée expérimentalement est trois fois plus importante que la
variation attendue. Un autre phénomene s'gjoute a la variation avec la latitude due a la forme
delaTerre, c'est laforce centrifuge due alarotation dela Terre.

Laforce F’g ci-dessus n’'est en effet pas le poids mg d'un objet, qu’on mesurerait en

un lieu de latitude A, par exemple en suspendant I’ objet & un dynamometre (Figure 5.15). En
effet, alaforce d attraction ﬁg s gjoute la force d'inertie d’ entrainement Fg due a larotation

delaTerre:
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ol

mg=F, +F,. (5. 56)

9.82

9.80

Gravity (m.s™®)

9.78

0 20 40 60 80
Latitude (°)

Figure 5.14. Variation de I'accél ération de la pesanteur avec lalatitude.

Figure 5.15. Bilan des forces sappliquant au fil a plomb au repos dans le plan méridien.
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Soit Q2 la vitesse angulaire de rotation de la Terre. En prenant |a période de rotation
sidérale 7=86164 s, la valeur numérique de Q est ©=7.3 10° s'. La force d'inertie
d entrainement est dans le plan équatorial de la Terre, dirigée vers I’ extérieur, et son module
est :

F. = mQ?RcosA . (5.57)
L’ accélération apparente de la gravité g est donc en celieu:
g =—ggi, +mQ°RcosAii, . (5.58)

ou u, désigne le vecteur unitaire perpendiculaire al’ axe de rotation dans le plan méridien du
lieu. Lemodulegde g est donc:

g’ =g, +Q'R?cos’ L — 2g,Q°RcosAii, - ii,, . (5.59)
Commel’angleentre u_ et u, estlalatitudei, ona:
g’ =g, +Q'R?cos’ 1 - 2g,Q°Rcos’ A . (5. 60)

En ne gardant que les termes du premier ordre en (7, on obtient :

1/ 2
Q2R cosA Q?Rcos A
g%go\/l—-?— Ego[l—Z—j = g, —Rcos’ . (5.61)

8o 8o
Lavariation relative de la gravité 6g avec lalatitude S écrit donc approximativement :
& = -Q?Rcos? A . (5.62)

La gravité apparente (et donc le poids d’ un objet) diminue donc quand la latitude baisse.

Cet effet, di alarotation delaTerre, est nul aux poles ; il est maximal al’ éguateur ou il vaut :
~0O%R = —(7.3-10°6400-10° = —0.034 ms?>. (5. 63)

Cette valeur rend bien compte de I'effet remarqué sur la figure 5.14. Cet effet de
réduction de la gravité quand on sapproche de I'équateur fut identifié a I'aide d'un pendule,
dés 1671, par Jean Richer (1630-1696) lors d'un voyage en Guyane. || observa en effet que le
pendule battait plus lentement en Guyane qu'a Paris. On voit que deux effets physiques
contribuent a ce phénomeéne : la forme de la Terre d'une part et la force centrifuge due a la
rotation d'autre part.

A I’équilibre, le fil a plomb fait un angle a avec la verticale (Figure 5.15). Cet angle
peut-étre trouvé en écrivant la loi des sinus dans le triangle formé par les trois vecteurs g

—g,ii, & Q°Rcoslii,, cequi donne:

2
g __ {rReost (5. 64)
snAi Sha
dou:
2 .
aEQRcoslsm/l. (5. 65)
g

Un fil & plomb n’indique donc pas rigoureusement la verticale du lieu, mais s en écarte d’un
angle qui vaut au maximum 6' d'arc pour une latitude de 45°. Cet effet est négligeable dans la
plupart des applications courantes mais doit étre pris en compte pour les visees
astronomiques, par exemple celles gu'effectua Chandler alafin du XIXéme siécle.

5.5.3 La deéviation vers [’est dans la chute libre

Considérons maintenant la chute libre d’ un objet en un point O de latitude A (Figure
5.16). Considérons le repere tournant OXY Z, I’axe OZ étant la verticale du lieu et OX |’axe
du plan méridien pointant vers le pdle sud. L’axe OY est aors tangent au cercle des

page 81



MECANIQUE DES SOLIDES ET DES PLANETES CHAPITRES

longitudes et orienté dans le sens direct. Considérons un mobile de massem de vitesse v et
d accélération a .
A

<>

Figure 5.16. Chute libre verticale et rotation de la Terre.

Dans le repere tournant OXY Z, la deuxiéme loi de Newton s’ écrit :
md:—mgoﬁz—mdc—mﬁx(ﬁxm)—Zmva. (5.66)

La force d' Euler n'est pas prise en compte car on peut considérer que la vitesse de
rotation de la Terre sur elleméme est constante. Nous pouvons regrouper le terme
d'entrainement avec le terme de gravitation pure—mgyu, , leur somme éant le poids. Nous
avons vu au paragraphe précédent que I'amplitude de cette force est donnée par la masse
multipliée par I'accélération locale de la gravité g. Nous avons vu aussi que ce vecteur n'est
pas aligné avec la verticale mais que |'écart a la verticale OZ, donné par |'éguation (5.65) est
petit. Nous négligeronsici cet écart et nous ferons I'hypothése que le poids au repos demeure
aligné avec I'axe OZ. Le terme restant dans laforce d’ entrainement est alorsd’ ordre 7 tandis

que la force de Coriolis est d' ordre ©. On peut donc, quand on considére des objets en
mouvement, négliger ce deuxieme terme de la force d entrainement devant la force de
Coriolis. On adonc finalement :

a =-gu, —2Qxv . (5.67)
Exprimons les composantes de ces différents vecteurs. On ad’ abord :
v =Y et a=\Y. (5.68)
Z Z

puis on développe le produit vectorid :
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Qcosi |X - QsinAY
Qxv=| 0 x|¥Y =|QsinAX +QcosAZ . (5. 69)
Qsnl |Z —QcosAY
Onadonc:
X =2QsnAY
Y =-2Qsin X —2QcosAZ . (5.70)

7 =—g+2QcoslY

Regardons maintenant plus précisément le mouvement de chute libre d’un corps laché
sans vitesse initiale depuis une hauteur Z=h, avec X=0 et Y=0 a t=0, et analysons ce
mouvement al’ aide des équations (5.70) ci-dessus. Puisque (2 est une quantité petite devant 1,
on peut simplifier ce systeme en ne gardant que les premiers termes d ordre . On constate
que, S Y reste un terme du premier ordre en 2, X est du deuxiéme ordre en Q2 et on peut

donc le négliger : X resteratoujours assimilable a 0 pendant ce mouvement. Dans la deuxieme
équation, on voit alors qu’il ne subsiste que le deuxieme terme. Dans la troisiéme éguation, on

peut éliminer le deuxiéme terme qui est d’ ordre (. Le systéme s écrit donc :
X =0
Y =-2Qcos 7 . (5.71)
Z=-g

Ce systeme est aise a résoudre. La troisiéme équation s'intégre et, avec les conditions
initiales mentionnées plus haut, fournit la solution :

: 1
Z(t)=—gt et Z(t):h—zgtz. (5.72)
La deuxiéme équation devient alors:
Y = 2Qcos Agt (5.73)
dont la solution compatible avec les conditionsinitiales est :
Y () = %chosM?’ (5. 74)

Soit Y, I’ écart ala verticale observé quand le mobile touche le sol (Z=0). On peut tirer
I"instant de cet impact en utilisant (5.72) et, en remplagant dans (5.74), on trouve:

3
1 2
Y, =—gQCOS/l( 2h (5.75)
3 \ g ]

3
202 () o

Y, = ——QcosA
0 3 \/E

On constate que cet écart Y, est positif. Il s'agit d’une déviation vers |’est, dont
I’amplitude est maximale a I’ équateur. Elle est petite mais mesurable. Pour une hauteur de
100 m, on trouve en effet :

S0it ;

(5.76)

3

2V2 1002
Y, 2=—=7.310°——=2cm. 5. 77
073 V10 (570

Cet effet est plutt petit et, sil avait é&é prévu par Newton, il ne fut mis en évidence
expé&rimentalement qu'en 1833 par le physicien, géomagnéticien et chimiste alemand
Ferdinand Reich (1799-1882).
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On constate donc gque, dans un systéme en rotation comme la Terre, les lois de la
balistique sont |égérement des lois que nous avions considérées en premiere approximation au
chapitre 1. Laforce de Coriolis a sur la Terre de nombreux effets plus spectaculaires que cette

déviation vers |’ est delachutelibre.

5.5.4 La force de Coriolis et la rotation du pendule de Foucault

X

V4

v

.LM

Figure 5.17. Le pendule dans le repére OXY Z.
Considérons (Figure 5.17), dans le méme repere OXY Z que précédemment, un pendule

simple avec une masse m suspendue & un fil de longueur /. Soit 7 la tension du fil de
composantes Ty, Ty et Tz. Les équations du mouvement de notre pendule s' écrivent :

mX =T, +2mQsnAY
mY =T, —2mQsin AX — 2mQ coSAZ .
mZ =T, — mg + 2mQCOSAY

(5.78)

Limitons-nous, comme nous I’ avons fait jusqu’ a présent dans |les problémes de pendule,

a desfaibles écarts du pendule par rapport alaverticale.
On peut aors considérer que Z demeure proche de 0 et les composantes de la tension du

fil peuvent s écrire :

ou 7' désigne ici module de latension. En remplacant dans (5.78), on a:

soit :

X
T, =-T—
X !
TY:_T§, (5.79)
1,=T
mX:—T§+ZmQSin/1Y
) Y o
m¥ =T~ 2mQsinAX . (5. 80)

0=T-mg
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¥ = —§X+2Qsinz,f/

: (5.81)
Y= —%Y ~20sinAX

Pour comprendre le contenu physique de ce systéme d équations, nous allons nous
placer (Figure 5.18) dans un repere OX'Y’ qui tourne avec une vitesse angulaire my=¢2 sinA.

A

Y 1y’

/ 3 X
e 1

»

- - »

! .\,\.\,\\\\ X!
-3

Figure 5.18. Repeére tournant dans le plan horizontal.

Onaadlors:
X =X'cosw,t+Y'snw
S /. (5.82)
Y =-X'Sinw,t + Y'cosw,t
Les dérivées premiéres s écrivent alors:
X = X'coswy +Y'Snoy — o, X'sinwyt + o,Y' cosw,t
. o . : (5.83)
Y=-X'Snawyt + Y'coSwt — w,X 'COSm,t — @,Y ' CoSw,t

Dans les dérivées secondes, on ne conservera que les termes du premier ordre en wy, ce
qui donne :

X = X'cosayt +Y'Snay — 20,X'Sin oy + 2w, COSm¢ (5. 84)
Y =-X'Snoy +Y'coswm,t — 20,X' coSwy — 20,Y'COSw ¢ '
Si on injecte les expressions (5.82) a(5.84) dans (5.81), on obtient le systeme :
X¥=-Lx
I (5. 85)
y=-&y

/
Dans le repére tournant, la dynamique se limite a une force de rappel de constante g//. 1
S agit donc d’un mouvement périodique de période 7, =2z+/!/ g . Si on choisit les conditions

initiales telles que Y’=0 et Y'=0, aorsle pendule oscillera toujours dans le plan OX’. Dans
lereperelié alaTerre, le plan d’ oscillation du pendule OX’ tourne avec une vitesse angulaire
Q sinA (Figure 5.17). Dans I’ hémisphére nord, la rotation du plan du pendule s effectue dans
le sens des aiguilles d’une montre (Figure (5.19) et dans le sens trigonométrique dans
I” hémisphére sud. On voit que cet effet, contrairement aux deux effets étudiés précédemment,
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est maximum aux poles et nul al’ équateur. Au pdle nord, le plan du pendule tourne avec la
vitesse angulaire de rotation de la Terre, il est donc fixe par rapport aux étoiles !

Figure 5.19. Rotation du plan d'oscillation du pendule dans |e sens des aiguilles d'une montre
dans I'hémisphére nord.

Cet effet spectaculaire, qui constitua la premiéere preuve directe de la rotation de la
Terre, fut mis en évidence en 1851 par Léon Foucault (1819-1868), avec un pendule long de
67 m installé sous la coupole du Panthéon. A Paris (latitude 49°), le plan du pendule
accomplit une rotation compléte en 32 heures. 1l avance d’ environ 0.2° par minute, ce qui est
suffisasmment rapide pour étre observé de fagcon convaincante en environ une heure avec un
long pendule et une expérience soignée, comme les visiteurs peuvent le constater par exemple
au Palais de la Découverte.

Cequiil faut retenir de ce chapitre :
e Leséquationsd'Euler
La précession de latoupie pesante
L’ explication physique de la précession des équinoxes
Les lois dans un repére en rotation
L’ effet delarotation sur lagravité delaTerre
Ladéviation dans la chute libre
L e pendule de Foucault
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