Licence STEP L2
Module Physique pour les géosciences 2

M écanique des solides et des planétes

MS3: Corrige du TD du 18 fevrier 2008

Exer cices obligatoires

Exercice 1

Par symétrie, le centre d'inertiec du demi-cerceau est sur l'axe Oy de son plan
perpendiculaire a sa base et passant par son milieu. La position ys du centre d'inertie sur cet

axe vérifie :
1

Yo o[ ydm (1.1)
ou M est la masse du cerceau. Découpons notre cerceau en petits secteurs d'angle d6. Comme
le cerceau est homogene, chaque petit bout de cerceau contient une petite masse dm=Md@/TU
D'autre part, la coordonnée y de chaque point du cerceau s'écrit Rsinf, R étant le rayon du
cerceau. On a donc :

., Mdf
J'Rsm@ = 2R (1.2)
0 n n

Yo =

1
M

g+db

Exercice 2

Soit une sphere homogene de rayon R et de masse M. Sa masse volumique est :
M IM

4R (2.1)

inR3
3
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Calcul du moment d'inertie en coordonnées sphériques:

Plagons-nous tout d'abord en coordonnées sphériques r, 6, ¢ et calculons le moment
d'inertie par rapport a I'axe vertical Oz. La distance a I'axe OZ est r,=rsin6. Un petit €lément
de volume dV=r’sinBdrd@d¢ contient une petit mase dm=pdV. On a alors :

Rm2n
IA:IprAde:p”J’rzsinzﬁrzsinH drdfdf (2.2)
000
Chaque intégrale dans cette intégrale multiple ne dépend que d'une seule variable et
donc on peut la séparer en un produit de trois intégrales :

or o, oo om0
[A:pBIrerD sde@DDJd¢D (2.3)
0 000 0o [
Calculons séparément la deuxiéme intégrale :
i -l (-l o[- wlau= 25- 13- 4
sin’0df = - [|1- w’ldu= [|1-w?ldu=2[|1- u?|du=27l- —g= — 4
[) ‘[ 1[1 Jo H 3H 3 ( )
On a donc :
5
e MR A o ure (2.5)
4TR® 5 3 5

Calcul en coordonnées cylindriques:

Plagons-nous maintenant en coordonnées cylindriques 7, 6, z. Les coordonnées », @ sont
maintenant définies dans le plan horizontal Oxy.
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La distance a I'axe OZ est maintenant tout simplement 7 et le petit élément de volume
s'écrit dV=rdrd@dz. Le moment d'inertie par rapport a z devient :

R m 2
IA:Iprde= pIdZ I drjrzrdG (2.6)
-R 0 0

Dans 1'écriture de l'intégrale (2.6), on a bien pris garde aux bornes. Pour un z donné, en
effet, le rayon r varie entre 0 et rma=+/ R? - z* (voir figure ci-dessous en coupe a @ constant).

On peut tout de méme séparer l'intégrale sur 1'angle. On a donc :

! szndGH%RdH@d HH (2.7)
= Iz rdr .
A DIO DHJR . I) L

Ona:
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R VR -z R R
H223 H_ HR2_222H_1 4 _ Ap2.2 J_ RO 2 10 4R5
JRdzE [ dr%-J’RdzH - H—ELdz’R 2Rz+zl-7H1 Fh 2.8)
et on obtient :
5
I, = f,ﬁs”“?; :%MRZ (2.9)

On vérifie qu'on retrouve bien le méme résultat que pour le calcul en coordonnées
sphériques.
Exercice 3:

Par symétrie, le centre d'inertie du cone homogene est sur I'axe Oz de symétrie de

. . . s ! . .
révolution. Sa position z¢ sur cet axe vérifie z; = MI zdm ou M est la masse du cone.

Comme il est homogéne, sa masse volumique est g=M/(TIR’h/3)=3M/TR’h, h étant sa
hauteur et R le rayon de sa base. Découpons notre cone en petites tranches comprises entre z
et z+dz (voir figure). Chaque tranche posséde un rayon r(z)=R(h-z)/h et une masse dm donnée
par dm=pXTur(z)*dz. On a donc:

h

R e LM e

MnRh h’
h D 2 3 4D

I’zh2-2h22+z3]d2-%gh—h2 2hh—+h—D 3hH1 2 lH
3 h™ 2 3 47 02 3 410

| B
H[)de_ﬁl)p H

(3.1)

Zg =

NG
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On connait le moment d'inertie par rapport a I'axe Oz de chaque petit disque élémentaire, c'est
Yadmr(z)*. Pour obtenir le moment d'inertie L. de tout le cone par rapport a 1'axe Oz, il suffit de
sommer toutes ces petites contributions:

‘1
I_-= I rzdm:JE

0

13M R*"
z =
h [ 21Rh h4I

(h z) dz = %MR2 (3.2)

Exer cices complémentaires

Exercice 1C:

La position du centre d'inertie G de la pyramide a base carrée est donnée par :

_._ 1 RN
OG_MIPOMdV (1C.1)

ou M et p sont respectivement sa masse et sa masse volumique. Comme la pyramide est
homogene, on a :

_—

OG:lIOWdV (1C.2)
Vv

ou V est le volume de la pyramide.

Soit a le c6té de la base de la pyramide et /4 sa hauteur. Par symétrie, on peut affirmer
que le centre d'inertie G se trouve sur l'axe vertical Oz de la pyramide. Reste a trouver sa
position zg. Pour cela, découpons la pyramide en petites tranches d'épaisseur dz entre z et
z+dz paralleles au plan horizontal Oxy. Chaque tranche est un carré de coté /(z)=(h-z)a/h. On
a donc :

h i zH(h o Hdz jlu(l-
%IZH(;Z 22 20 gz - ho (1c.3)
0 & JH(h z) H dz I(l- u)de

=

ou u=z/h. La suite n'est qu'un calcul :
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1
J(l-u)zudz 1_21+1 6-8+3 \
2,7 h2 = h2 1314:}1 112 " (1C.4)
) 1-2-+- -
I(l u) dz o 3

Exercice 2C:

Soit M la masse du systéme (les deux sphéres) et R le rayon de chaque sphére. On
connait le moment d'inertie /, d'une sphére par rapport a l'axe A, passant par le centre :
_2M MR?
52 5
Le moment d'inertie J par rapport a I'axe A situé a une distance R de A, est obtenu en utilisant
la régle de Steiner-Huygens :

(2C.1)

J=1,+ Mprz Lyges Lyre = L (2C.2)
2 5 2 10
Comme nous avons deux spheres, le moment d'inertie / du systéme par rapport a A est :
7
= ngz (2C.3)
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Exercice 3C:

Soit e 1'épaisseur de notre roue homogene. Sa masse volumique est :

(3C.1)

Pour calculer le moment d'inertie / par rapport a l'axe perpendiculaire au plan de la roue
passant par son centre, découpons notre roue en petits anneaux élémentaires situés entre & et &
+d¢. Le petit volume dV délimité par ces anneaux est 2Tiéd €. On a alors :

R R 4 4
M M  R*-r
I=[pridv - 2onef df = —————2me[ £ dE = .2
[pr plf el df TR )6 ejrf ¢ - 2 (3C.2)
d'ou :
1 2 2
g EM(R ¢ ) (3C.3)

On retrouve bien le moment d'inertie du cylindre homogeéne par rapport a son axe
1/2MR? pour r=0.
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